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1 Cel i odniesienie do pierwszej pracy domowej

Celem pracy jest kontynuacja analizy przeprowadzonej w pierwszej pracy domowej, w kto-
rej badano determinanty uzyskiwania dochodu powyzej 50 tys. dolaréw rocznie na pod-
stawie zbioru Adult Census Income. W pierwszej pracy zastosowano bayesowski liniowy
model prawdopodobienstwa z rozktadem normalnym-gamma i rozwigzaniem analitycz-
nym. Takie podejscie byto wygodne rachunkowo, lecz ma ograniczenie merytoryczne: dla
zmiennej binarnej liniowy model prawdopodobienstwa moze generowa¢ wartosci oczeki-
wane spoza przedziatu [0, 1].

W tej pracy model zostaje zmieniony na bayesowski model logitowy. Jest to naturalne
rozszerzenie poprzedniej analizy, poniewaz zmienna objasniana income_high przyjmuje
wartos¢ 1 dla oséb z dochodem powyzej 50 tys. dolaréw rocznie oraz 0 w przeciwnym przy-
padku. Zamiast rozwigzania analitycznego zastosowano estymacje numeryczng w pakiecie
rstan. W praktyce wykorzystano algorytm NUTS (No-U-Turn Sampler), czyli adapta-
cyjng odmiane metody HMC, standardowo stosowang w Stan do probkowania z rozktadow
a posteriori. Pozwala to wykorzystaé¢ techniki omawiane na zajeciach dotyczace MCMC,

diagnostyki zbieznosci oraz predykcji bayesowskiej.

2 Dane i przygotowanie proby

Wykorzystano ten sam zbiér danych co w pierwszej pracy: Adult Census Income, po-
chodzacy z bazy Census Bureau i opisany w pliku adult.names. Analize ograniczono do
obserwacji dotyczacych Stanéw Zjednoczonych, a nastepnie wylosowano probe 500 obser-

wacji. Ziarno losowania préby zapisano w kodzie jako DATA SEED = 121732.



Tabela 1: Podstawowe informacje o probie

Informacja Wartosé
Obserwacje w pliku adult.data 32561
Obserwacje z USA 29170
Wylosowana préba 500

Udziat income_high = 1 w probie 0,258

Zmienna objasniana ma postac:

1, gdy dochdd osoby ¢ przekracza 50 tys. dolaréw rocznie,
Yi =
0, w przeciwnym przypadku.

W modelu wykorzystano te same predyktory co w pierwszej pracy domowej: poziom
edukacji, wiek, kwadrat standaryzowanego wieku, liczbe godzin pracy, pte¢, status mal-
zenski oraz informacje o dodatnich zyskach kapitatowych. Zmienne ilosciowe zostaty wy-
standaryzowane, dlatego ich parametry mozna interpretowac jako efekt wzrostu zmiennej

o jedno odchylenie standardowe.

3 Specyfikacja modelu

Dla obserwacji ¢ = 1,...,n przyjeto model:

y; ~ Bernoulli(p;),

logit(p;) = log (1 %p> =z B

Wektor z; zawiera wyraz wolny oraz nastepujace zmienne:

x; = (1, education_ z;, age z;, age z2,,

hours_ z;, sex_male;, married;, capital gain_ind,).

Sukcesem w modelu jest zdarzenie income high = 1. Szansa tego zdarzenia jest
réowna p;/(1—p;). Wspélezynnik §; opisuje zmiane logarytmu szans, czyli zmiane wartosci
log(p:/(1 — p;)), przy wzroécie danej zmiennej o jednostke, przy pozostalych zmiennych
ustalonych. Po przeksztalceniu wyktadniczym exp(f;) otrzymujemy iloraz szans, czyli
odds ratio (OR). Iloraz szans poréwnuje dwie szanse: po zmianie danej cechy i przed
jej zmiang. Dzieki temu model logitowy daje interpretacje naturalng dla zmiennej zero-

jedynkowej i utrzymuje prognozowane prawdopodobienstwa w przedziale [0, 1].



4 Elicytacja rozktadéw a priori

Zgodnie z poleceniem pracy zastosowano rozktad a priori inny niz normalny-gamma. Dla

kazdego parametru regresji przyjeto rozktad t-Studenta:

Bj ~ t,(my, s5),

gdzie v = 4 oznacza liczb¢ stopni swobody, m; to warto$¢ centralna prioru, a s; to
jego skala. W kodzie odpowiadaja im odpowiednio obiekty z warto$ciami polozenia i
skali prioru. Rozktad t-Studenta ma grubsze ogony niz rozktad normalny, wiec dopuszcza
wieksze odchylenia od wartosci centralnej niz analogiczny prior normalny.

Przyjete priory sa umiarkowanie informacyjne. Sa wynikiem subiektywnej, ekonomicz-
nie uzasadnionej elicytacji, opartej na teorii kapitatu ludzkiego, intuicji ekonomicznej oraz
kierunkach efektéw otrzymanych w pierwszej pracy domowe;j.

Elicytacje przeprowadzono na skali ilorazow szans. Jezeli przed obserwacja proby ocze-
kiwano, ze dana cecha zmienia szanse wysokiego dochodu OR; razy, to $rodek prioru dla

wspotezynnika logitowego ustawiono jako:
m; = log(OR;).

Dla wyrazu wolnego nie ma ilorazu szans zwigzanego ze zmiang predyktora. Dlatego
przyjeto bazowe prawdopodobienstwo wysokiego dochodu py = 0,25 i przeksztatcono je

przez logit:
Po

— Do

mo = log (1 ) = logit(0,25) = —1,099.

Tabela 2: Potozenie priorow po przeksztatceniu na skale log-szans

Parametr Zalozenie na skali OR / pg Polozenie prioru m;
(Intercept) po = 0,25 -1,099
education_z 1,60 0,470
age_z 1,30 0,262
age_z2 0,85 -0,163
hours_z 1,25 0,223
sex_male 1,40 0,336
married 2,00 0,693
capital_gain_ind 3,00 1,099

Tabela pokazuje te sama elicytacje po przeniesieniu na skale wspétczynnikéw modelu

logitowego.



Tabela 3: Uzasadnienie centralnych wartosci prioréw na skali ilorazow szans

Zmienna Centralne OR  Uzasadnienie

education_z 1,60 Edukacja jest podstawowa zmienng teorii kapitatu ludzkiego.

age_z 1,30 Wiek przybliza doswiadczenie i pozycje w cyklu zycia.

age_z2 0,85 Dodatni wplyw wieku powinien stabnaé¢ wraz z wiekiem.

hours_z 1,25  Liczba godzin pracy powinna umiarkowanie zwigkszaé szanse dochodu.
sex_male 1,40  Mozliwy dodatni efekt plci meskiej, ale z duza niepewnoscia.

married 2,00 Stan malzenski moze sygnalizowaé stabilno$¢ ekonomiczna.
capital_gain_ind 3,00 Dodatnie zyski kapitalowe sa silnym sygnalem zamoznosci.

Wartosci OR sa zalozeniami przed analiza, dobranymi tak, aby kierunki efektéw byty
zgodne z interpretacja ekonomiczng i wynikami pierwszej pracy. Skala prioru okresla sze-
roko$¢ rozktadu na skali logarytmu szans. Wigksza skala oznacza wigksza niepewnosé
co do efektu. Najwicksza skale przyjeto dla capital gain_ind, poniewaz efekt dodat-
nich zyskéw kapitatowych moze by¢ silny i zmienny. Zmienne zero-jedynkowe sex _male
i married majg wicksza skale niz wickszosé zmiennych ilo$ciowych, bo ich efekty moga
by¢ bardziej heterogeniczne. Mniejsze skale dla age_z2 i hours_z odzwierciedlaja ocze-
kiwanie raczej umiarkowanych efektéw. Wyraz wolny ma duza skale, poniewaz bazowe
prawdopodobienstwo wysokiego dochodu jest niepewne po ograniczeniu préby.

Przyjeto v = 4, poniewaz rozktad t-Studenta z taka liczba stopni swobody ma wyraznie
grubsze ogony niz rozktad normalny, ale nadal zachowuje skonczona wariancje. Jest to

kompromis miedzy priorami zbyt restrykcyjnymi a priorami zbyt rozproszonymi.

5 Estymacja MCMC w Stan

Model oszacowano w pakiecie rstan. Uzyto 4 tancuchéw, 4000 iteracji na tancuch, w
tym 1000 iteracji rozgrzewki (warm-up). Ziarno prébkowania MCMC wynosi 20260609.
Ustawienia algorytmu to adapt_delta réwne 0,95 oraz max_treedepth réwne 12.

W trakcie prébkowania algorytm nie zglaszal problematycznych przej$é¢ przez prze-
strzen parametréow (tzw. divergent transitions) ani przekroczenn maksymalnej gltebokosci
drzewa. Oznacza to, ze algorytm nie sygnalizowat istotnych probleméw numerycznych w

eksploracji rozktadu a posteriori.

Tabela 4: Efektywna liczba probek w diagnostyce MCMC

Parametr Efektywna liczba probek
(Intercept) 7662
education_z 11357
age_z 9234
age_z2 8458
hours_z 13155
sex_male 9130
married 8305
capital_gain_ind 12308




Dla wszystkich parametréw R wynosi okoto 1. Warto$é¢ R poréwnuje zmienno$é miedzy
tancuchami ze zmiennoscig wewnatrz tancuchéw; wartosci bliskie 1 wskazuja, ze tancu-
chy daja zgodne wyniki. Wysokie wartosci efektywnej liczby probek oznaczaja, ze mimo
autokorelacji losowan MCMC uzyskano duza ilo$¢ uzytecznej informacji o rozkladzie a

posteriori.
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Rysunek 1: Przebieg tancuchéw MCMC dla parametréw modelu logitowego

Wykresy przebiegu tancuchéw nie pokazujg wyraznych trendéw, dryfu ani rozdziele-
nia miedzy tancuchami. Poszczegdlne tanicuchy naktadajg sie na siebie i oscyluja wokot
podobnych pozioméw, co jest zgodne z wnioskiem o poprawnym mieszaniu tancuchow.

Ocena wizualna jest spdjna z warto$ciami R bliskimi 1.

6 Rozklady a posteriori

Tabela ponizej przedstawia $rednie a posteriori, odchylenia standardowe, 95-procentowe
przedzialy HPDI, prawdopodobiefistwo P(5; > 0 | y) oraz przyblizony czynnik Bayesa
BF, dla hipotezy alternatywnej 3; # 0 wzgledem hipotezy punktowej 3; = 0.



Tabela 5: Podsumowanie rozktadéw a posteriori parametrow modelu

Parametr Opis Srednia SD HPDI dolny HPDI gérny P(8>0]y) BF10
(Intercept) wyraz wolny -2,408 0,306 -3,009 -1,818 0,000 25495,98
education_z edukacja, +1 SD 0,658 0,122 0,424 0,898 1,000  16927,56
age_z wiek, +1 SD 0,615 0,169 0,300 0,968 1,000 295,89
age_z2 kwadrat wieku -0,374 0,127 -0,622 -0,124 0,001 37,59
hours_z godziny pracy, +1 SD 0,209 0,124 -0,037 0,451 0,953 1,17
sex_male mezczyzna 0,215 0,278 -0,334 0,757 0,789 0,58
married w malzenstwie 1,796 0,306 1,226 2,402 1,000  35548,36
capital_gain_ind dodatnie zyski kapitalowe 1,684 0,386 0,942 2,441 1,000 27768,55

Najsilniejsze efekty dodatnie dotycza stanu malzenskiego, dodatnich zyskéw kapitato-

wych, edukacji oraz wieku. W kazdym z tych przypadkéw przedziaty HPDI leza powyzej

zera, a P(f > 0| y) jest praktycznie réwne 1. Ujemny efekt age_z2 odpowiada wygasaniu

dodatniego wptywu wieku. Zmienna hours_z ma dodatni efekt éredni, ale dowdd jest stab-

szy, poniewaz HPDI obejmuje okolice zera. Dla sex_male rowniez nie ma jednoznacznego

wsparcia: HPDI obejmuje zero, a BFj, jest mniejszy niz 1.
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Rysunek 2: Poréwnanie
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Rysunek 3: Prawdopodobienstwa a posteriori dodatniego wptywu zmiennych

7 Interpretacja przez ilorazy szans

Poniewaz parametry modelu logitowego sg mierzone na skali logarytmu szans, wyniki

warto interpretowaé rowniez przez exp(f;).

Tabela 6: Ilorazy szans wynikajace z rozkltadéw a posteriori

Parametr Opis Srednia OR. Mediana OR  HPDI dolny ~ HPDI gérny
education_z edukacja, +1 SD 1,946 1,924 1,489 2,410
age_z wiek, +1 SD 1,876 1,840 1,291 2,537
age_z2 kwadrat wieku 0,694 0,691 0,522 0,865
hours_z godziny pracy, +1 SD 1,242 1,234 0,956 1,559
sex_male mezczyzna 1,289 1,241 0,674 2,057
married w malzenstwie 6,322 5,988 3,064 10,388
capital_gain_ind dodatnie zyski kapitalowe 5,815 5,323 2,103 10,448

Mediana ilorazu szans dla married wynosi 5,988, co oznacza, ze przy pozostatych ce-
chach ustalonych osoby pozostajace w malzenstwie maja znacznie wyzsze szanse dochodu
powyzej b0 tys. dolaréw. Dla dodatnich zyskéw kapitatowych mediana ilorazu szans wy-
nosi 5,323. Wzrost edukacji o jedno odchylenie standardowe odpowiada medianie ilorazu
szans 1,924, a wzrost wieku o jedno odchylenie standardowe medianie 1,840. Wspotczyn-
nik przy kwadracie wieku daje iloraz szans ponizej 1, co potwierdza wygasanie dodatniego

efektu wieku.



edukacja, +1 SD

wiek, +1 SD e
kwadrat wieku ——e—1
godziny pracy, +1 SD H——e—

mezczyzna

w malzenstwie

dodatnie zyski kapitalowe

U

3 10
iloraz szans exp(beta), skala logarytmiczna

Rysunek 4: Ilorazy szans i 95-procentowe przedziaty HPDI

8 Predykcja bayesowska

Prognoze wykonano dla pierwszej obserwacji z wylosowanej proby, tak aby predykcja byta
w petni replikowalna. Dla kazdej probki MCMC obliczono prawdopodobienstwo ppey, a
nastepnie wygenerowano predykcje posterior predictive:

Tep

Y ~ Bernoulli(phey ).

Tabela 7: Predykcja bayesowska dla pierwszej obserwacji z proby

Wielkosé Wartoséé
Numer obserwacji 1
Obserwowana klasa 0
Srednie prawdopodobienistwo a posteriori 0,253
Mediana prawdopodobienistwa a posteriori 0,250
Dolna granica 95% HPDI 0,157
Goérna granica 95% HPDI 0,361
Predykcyjne prawdopodobienstwo klasy 1 0,254
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Rysunek 5: Rozktad a posteriori prognozowanego prawdopodobienstwa dla wybranej ob-
serwacji

Rysunek przedstawia niepewnos¢ dotyczaca prognozowanego prawdopodobienstwa wy-
sokiego dochodu dla wybranej obserwacji. Rozktad koncentruje si¢ w okolicy 0,25, a 95-
procentowy przedzial HPDI miesci si¢ mniej wigcej miedzy 0,16 a 0,36. Poniewaz obser-
wowana klasa tej osoby wynosi 0, model przypisuje jej raczej niskie prawdopodobienstwo

przynaleznosci do grupy wysokich dochodéw, co jest zgodne z obserwacja.
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Rysunek 6: Posterior predictive check dla udziatu obserwacji z income_high=1

Na tym wykresie kazda wartos¢ histogramu oznacza udziat oséb z income_high = 1w
jednej sztucznie wygenerowanej probie z rozkltadu predykcyjnego modelu. Innymi stowy,

dla kazdego losowania z posteriora model symuluje, ile 0os6b w probie miatoby dochod



powyzej 50 tys. dolaréw, a nastepnie liczony jest udzial takich oséb. Pionowa zielona linia
pokazuje rzeczywisty udziat klasy 1 w danych. Jezeli linia znajduje sie w typowym obszarze
histogramu, to model dobrze odtwarza przynajmniej ogolng czestos¢ wysokich dochoddw
w prébie. Ten wykres nie ocenia jeszcze, czy model poprawnie klasyfikuje kazda osobe, ale
sprawdza, czy generowane przez niego dane maja realistyczny taczny udziat obserwacji z

wysokim dochodem.

9 Poréwnanie z podejSciem z pierwszej pracy

Wyniki drugiej pracy sa zasadniczo zgodne z kierunkami efektow uzyskanymi w pierwszej
pracy. Edukacja ma dodatni wplyw na prawdopodobienstwo wysokiego dochodu, wiek
dziata dodatnio, a kwadrat wieku ujemnie, co odpowiada efektowi wygasania korzysci z
wieku lub do$wiadczenia. Liczba godzin pracy ma dodatni, ale stabszy efekt. Stan maltzen-
ski i dodatnie zyski kapitatowe pozostajg najsilniejszymi dodatnimi predyktorami. Efekt
plci meskiej jest dodatni w $redniej, ale w modelu logitowym nie ma jednoznacznego
wsparcia posteriorowego, poniewaz przedziat HPDI obejmuje zero.

Wartosci parametréw z obu modeli nie sg bezposrednio porownywalne, poniewaz w
liniowym modelu prawdopodobienstwa wspétczynniki wyrazaja zmiane prawdopodobien-
stwa w punktach procentowych, natomiast w modelu logitowym opisuja zmiang logarytmu
szans. Porownywalne sg przede wszystkim kierunki efektow, wzgledna sita zmiennych oraz
jakosé¢ predykeyjna.

Drugie podejscie jest teoretycznie lepiej dopasowane do binarnej zmiennej zaleznej,
poniewaz respektuje zakres prawdopodobienstw i pozwala interpretowaé¢ wyniki przez ilo-
razy szans. Nie oznacza to automatycznie radykalnie innych wnioskéw empirycznych. W
tej probie gtéwne wnioski sa podobne do pierwszej pracy, ale model logitowy daje bar-
dziej wtasciwg strukture probabilistyczng i bardziej naturalng interpretacje dla danych
binarnych. W praktyce druga praca nie obala wynikéw pierwszej, lecz przedstawia je w

modelu lepiej dostosowanym do zmiennej zero-jedynkowej.
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