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Wstep

Po globalnym kryzysie finansowym z 2008 roku wzrosto zainteresowanie modelami przetaczni-
kowymi (Markov-Switching), jednak ich zastosowanie koncentrowato si¢ gléwnie na analizie in-
dekséw gietdowych oraz funduszy typu hedge. W literaturze przedmiotu wciagz brakuje badan em-
pirycznych wykorzystujacych modele MS-GARCH do opisu zmiennosci stop zwrotu z jednostek
uczestnictwa otwartych funduszy inwestycyjnych, zwtaszcza w kontekscie rynku polskiego. Ana-
lizy portfeli funduszy inwestycyjnych otwartych (FIO) z zastosowaniem tego typu modeli sa niemal
nieobecne, a ponadto rzadko uwzgledniaja one wplyw kryzysu pandemicznego. Niniejsza praca
stanowi probg wypelnienia tej luki badawcze;j.

Celem pracy jest poréwnanie efektywnosci klasycznych modeli GARCH i ich rozszerzen z mo-
delami Markov-Switching GARCH w kontekScie modelowania zmiennoSci otwartych funduszy
inwestycyjnych. Ocena jakoSci modeli oparta jest na analizie dwdéch miar ryzyka: Value at Risk
(VaR) oraz Expected Shortfall (ES), z wykorzystaniem testow backtestingu przeprowadzonych na
danych empirycznych dla dwoch portfeli — konserwatywnego i agresywnego. Gtéwne pytanie ba-
dawcze dotyczy tego, czy modele przetacznikowe, dzigki zdolnosci do identyfikacji zmian rezimu
zmiennoSci, zapewniaja wyzsza trafnos$¢ estymacji ryzyka niz klasyczne podejScia jednorezimowe.
Postawiona hipoteza badawcza zaklada, ze modele Markov-Switching GARCH charaktery-
Zuja sie wyzsza skutecznoscia prognostyczna niz standardowe modele GARCH w odniesieniu
do miar ryzyka analizowanych dla portfeli funduszy inwestycyjnych o odpowiednio agresyw-
nym i konserwatywnym profilu.

Praca sktada si¢ z trzech zasadniczych czgSci. Rozdzial pierwszy zawiera przeglad literatury do-
tyczacej modelowania funduszy inwestycyjnych z wykorzystaniem modeli szeregéw czasowych,
ze szczegblnym uwzglednieniem podejs¢ przetacznikowych. Oméwiono takze definicje oraz wia-
Sciwo$ci miar ryzyka stosowanych w dalszej czgSci pracy. W rozdziale drugim zaprezentowano
metodologi¢ badania, obejmujaca klasyfikacje funduszy, konstrukcje portfeli inwestycyjnych oraz
procedury backtestingu. Trzeci rozdzial ma charakter empiryczny: zawiera opis zbioru danych,
wyniki estymacji modeli oraz poréwnanie ich skutecznosci w odwzorowywaniu ryzyka. Prace za-

mykaja wnioski, oméwienie ograniczen oraz propozycje dalszych kierunkéw badan.
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Rozdzial 1

1 Przeglad literatury

1.1 Teorie i modele analizy zwrotow z funduszy inwestycyjnych

Znaczenie doboru strategii inwestycyjnej w kontekScie zarzadzania funduszami inwestycyjnymi
zostato szeroko oméwione w literaturze z zakresu finanséw oraz teorii portfela, m.in. w pracach
Sharpe’a, Eltona i Grubera (1999), Fabozziego (2002) oraz Bodie, Kane’a i Marcusa (2014), co
potwierdza istotne znaczenie tego zagadnienia w badaniach ekonomicznych.

ZYozonos$¢ problematyki doboru strategii inwestycyjnej sprawila, ze stanowi ona przedmiot licz-
nych opracowan teoretycznych i empirycznych. W literaturze przedmiotu dominuja dwa podejscia
badawcze: klasyczne modele oparte na teorii optymalizacji portfela (Markowitz, 1952; Sharpe,
1964) oraz podejScia statystyczne, w szczegdlnosci modele szeregéw czasowych, takie jak ARMA-
GARCH (Engle, 1982; Bollerslev, 1986), stosowane do modelowania dynamiki stép zwrotu oraz
zmiennosSci.

Pierwsza grupa metod zaktada jednorazowa optymalizacj¢ portfela inwestycyjnego. W jej ra-
mach wyréznia si¢ m.in. model Markowitza (1952), ktéry zaktada maksymalizacj¢ oczekiwanej
stopy zwrotu przy jednoczesnym ograniczaniu ryzyka mierzonego wariancja stop zwrotu portfela.
Do klasycznych rozwiagzan nalezy réwniez teoria wyceny aktywoéw kapitatowych (CAPM), rozwi-
nigta przez Sharpe’a (1964), ktéra wprowadza pojecie ryzyka systematycznego, mierzonego wspot-
czynnikiem beta jako miarg wrazliwoS$ci aktywa na zmiany rynkowe. Mimo ze podejScia te maja
fundamentalne znaczenie teoretyczne, ich zastosowanie w warunkach dynamicznie zmieniajacego
si¢ rynku jest ograniczone ze wzgledu na statyczny charakter i brak uwzglednienia zmiennosci
parametréw w czasie.

Drugie podejScie koncentruje si¢ na modelowaniu szeregéw czasowych, w tym zmiennoSci stop
zwrotu 1 ich nieliniowej struktury. W przypadku stacjonarnych szeregdw, takich jak logarytmiczne
stopy zwrotu, stosowane sg najczesciej modele ARMA. Natomiast do modelowania zmiennoSci
wykorzystuje si¢ modele GARCH oraz ich rozszerzenia, takie jak EGARCH czy GJR-GARCH.
Modele te pozwalaja uchwycié zjawiska charakterystyczne dla rynkéw finansowych, takie jak
efekt grupowania si¢ zmiennosci (volatility clustering) czy asymetrie w odpowiedzi zmiennosci
na ujemne i dodatnie szoki.

W kolejnych podrozdziatach przedstawiono podstawy teoretyczne wspomnianych podejs¢ do
modelowania stép zwrotu z funduszy inwestycyjnych oraz ich praktyczne zastosowania w analizie

danych finansowych.
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1.2 Matematyczne wprowadzenie do modelowania szeregow czasowych

W niniejszym podrozdziale przedstawione zostana podstawy matematyczne niezbgedne do zrozu-
mienia gléwnego przestania pracy oraz najnowszych wynikéw badan dotyczacych modelowania
zwrotow z funduszy inwestycyjnych.

Niech (Q, ¥, P) bedzie przestrzenia probabilistyczna. Proces stochastyczny to rodzina zmien-
nych losowych {X;};er okreslona na tej przestrzeni, indeksowana wzgledem zbioru 7', przy czym
najczgsciej T = N (czas dyskretny) lub 7 = R* (czas ciagty). Dla kazdego t € T zmienna losowa
X; : Q — R (ewentualnie inna przestrzen stanow) jest mierzalna wzglgdem 7.

Inaczej méwiac, proces stochastyczny opisuje ewolucj¢ losowego zjawiska w czasie — reprezen-
tuje zbidr mozliwych trajektorii, z ktdrych kazda odpowiada jednej realizacji procesu. Dla kazde;j
chwili ¢, wartos$¢ procesu X; ma charakter zmiennej losowej o okreslonym rozktadzie prawdopodo-
bienstwa.

Proces stochastyczny { X, },er na przestrzeni probabilistycznej (2,7 ,P) nazywamy procesem
Markowa pierwszego rzedu, jesli spetniona jest wlasnos¢ Markowa, tj. przysztos¢ procesu za-
lezy wytacznie od jego stanu obecnego, a nie od przesztosci. Formalna definicja wiasnosci Mar-
kowa i konstrukcja proceséw stochastycznych zostaly zaczerpnigte z opracowania Podgorskie;j i in.
(2002):

P(Xt+] |XtaXt—]’Xt—29 ~~~,X0) = P(Xt+]| Xt)- (1)

Alternatywnie, wlasnos¢ Markowa mozna wyrazi¢ w jezyku dystrybuant warunkowych:

P(Xt+] < y|X07X]7X27 '--’Xl) = IP(‘)(l+] < y| Xt)' (2)

Lancuchy Markowa stanowia szczegdlny przypadek procesow Markowa, w ktérych zmiana
stanow zachodzi w dyskretnych chwilach czasu. W niniejszej pracy analizowane beda wylacznie
jednorodne tancuchy Markowa z czasem dyskretnym.

Lancuch Markowa nazywamy jednorodnym w czasie (lub stacjonarnym), jesli prawdopodo-
bienstwo przejScia pomigedzy stanami nie zalezy od momentu obserwacji ¢. Oznacza to, ze dla

dowolnych stanéw i, j € E (gdzie E to przestrzen stanéw) oraz kazdej chwili r € N zachodzi:

P(Xi+1 =J 1X: =1) = piy, 3)

gdzie p; ; jest wartoscia niezalezna od czasu, zwang prawdopodobieristwem przejScia ze stanu
i do stanu j.
W ogélnosci zachodzi p;; # p;;, co oznacza, ze taricuch nie musi by¢ symetryczny. Row-

nos¢ ta wystepuje jedynie w przypadku szczegdlnych taficuchéw, np. symetrycznych lub takich,
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ktére spetniaja warunek odwracalnosci przy zatozeniu réwnego rozktadu stacjonarnego. W ogol-

nym przypadku fancuch odwracalny spetnia tzw. warunek réwnowagi szczegétowej:

Tipij =TjPj.i
gdzie & jest rozkladem stacjonarnym. Formalne omdéwienie wlasno$ci odwracalnosci i réwno-

wagi szczegdtowej mozna znaleZ¢ m.in. w pracy Norrisa (1997).

Strukture przej$¢ w jednorodnym tancuchu Markowa mozna przedstawi¢ w postaci macierzy

przejscia:
pi1 P12 ... PIN
p-| T PEom @
PN1 PN2 - DPNN

gdzie p;j = P(X;4; =j |X; = i). Macierz P jest macierza stochastyczna, czyli jej wiersze sumuja

si¢ do jednosci:

N
D pii=l. 5)
j=1

Prawdopodobiernistwo przejscia ze stanu i do stanu j w doktadnie ¢ krokach definiujemy jako:

) =P(Xpsr = j| X = 10). (©6)

Oznacza to, ze jesli proces Markowa znajduje si¢ w stanie i w chwili m, to po ¢ krokach znajdzie

si¢ w stanie j z prawdopodobienstwem pl(tj)
Réwnania Chapmana-Kotmogorowa umozliwiaja wyrazenie przejscia wielokrokowego poprzez

sume przejS¢ posrednich przez dowolny stan k:

(t+m) _ (1) (m)
Pij _Zpi,kpk,j’ )
keE

W ujeciu macierzowym, rOwnania te przyjmuja postac:

Pm+t = PmPt, (8)

co pozwala na rekurencyjne wyznaczanie macierzy przejScia w kolejnych krokach czasowych.

W praktyce umozliwia to szybkie obliczenia zwigzane z prognozowaniem dtugookresowego za-
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chowania si¢ tancucha.

1.3 Modele autoregresyjne i Sredniej ruchomej

Model autoregresyjny rzedu p, oznaczany jako AR(p),opisuje on warto$§¢ zmiennej czasowej jako
liniowa kombinacj¢ jej p wczesniejszych realizacji oraz sktadnika losowego.

Ogodlna posta¢ modelu AR(p), wyrazona jest wzorem:

Vi=¢o+P1yi—1+P2yi2+... +Ppyipr+ay, 9)

gdzie:
 a, ~i.i.d(0,0?) - sktadnik losowy o charakterze biatego szumu,
* ¢1,¢2,...¢, - parametry modelu,

* y, -warto$¢ procesu w chwili 7.

Model ten zaktada, ze obecna warto$¢ zmiennej zalezy od jej przesztych realizacji, co okresla

si¢ jako efekt inercji (Tsay, 2005).

W modelu AR(p) zaktada si¢, ze warunkowa wartos$¢ oczekiwana procesu wzgledem informacji

dostgpnej do chwili ¢ — 1, oznaczonej jako F—1 = {y;-1,ys-2, ...} jest rOwna:

p
E(ydFi1) = go+ ) iviei (10)
i=1

Z kolei warunkowa wariancja procesu, ze wzgledu na przyjete zatozenie o stalej wariancji

sktadnika losowego, wynosi:

Var(y;|Fi-1) = Var(a,) = o°. (11)

Oznacza to, ze chociaz model uwzglgednia zalezno$¢ wartosci oczekiwanej od przesztosci, wa-
riancja pozostaje stala w czasie, co ogranicza jego zdolnos¢ do modelowania efektow heteroskeda-

stycznosci.

Model AR(p) jest stabo stacjonarny, jesli wszystkie pierwiastki wielomianu charakterystycz-
nego leza poza jednostkowym kotem na plaszczyznie zespolonej. W przypadku modelu AR(1),

warunkiem wystarczajacym dla stabej stacjonarnosci jest:



|p1] < 1. (12)

Wtedy mozna wyznaczy¢ bezwarunkowe momenty procesu, ktore opisuja jego dlugookresowe
wtlasnosci, niezalezne od konkretnej realizacji przesztosci.

Dla modelu AR(1), bezwarunkowa warto$¢ oczekiwana procesu wyraza si¢ wzorem:

)
=—, (13)
Sy
natomiast bezwarunkowa wariancja przyjmuje postac:
2
o
Var(y;) = =70 (14)

5 =
1 -¢7
gdzie vy, oznacza autowariancj¢ zerowego rzgdu. Wyniki te odgrywaja istotng rolg w analizie

dlugoterminowego zachowania szeregéw czasowych oraz ich stabilnoSci w czasie (Tsay, 2005).

Analiza autokorelacji stanowi jedno z kluczowych narzgdzi stuzacych ocenie struktury zalez-
nosci czasowych w modelach AR(p). Autokorelacja opisuje sile i kierunek zaleznosci pomigdzy
warto$ciami procesu w réznych chwilach czasu, co ma istotne znaczenie zaréwno na etapie diagno-
styki modelu, jak i przy jego estymacji. Szczeg6lne znaczenie maja dwie funkcje: funkcja autoko-
relacji (ACF) oraz funkcja czgSciowej autokorelacji (PACF), ktérych zachowanie stanowi podstawe

identyfikacji rzgdu modelu — zwtaszcza w klasycznym podejsciu Boxa i Jenkinsa (Tsay, 2005).

* Autokorelacja (ACF) - Autokorelacja (ACF) mierzy korelacje pomigdzy y; a y;—x. Dla mo-
delu AR(1), autokorelacja opéZnienia k wynosi py = ¢¥, co oznacza wykladnicze wygasanie

W miarg wzrostu opdZnienia.

* CzgSciowa autokorelacja (PACF) mierzy korelacje migdzy y, a y,—x po usunigciu wptywu
wszystkich posrednich wartosci. Dla modelu AR(p) funkcja PACF ucina si¢ po opéZnieniu
P, 4. drx=0dlak>p.

Model AR(p) koncentruje si¢ wytacznie na modelowaniu warunkowej wartoSci oczekiwanej. Za-
ktadajac stata wariancj¢ sktadnika losowego, nie uwzglednia warunkowej heteroskedastycznosci,
czyli zjawiska czgsto obserwowanego w szeregach finansowych. W szczegdlnosci nie potrafi uchwy-
ci¢ efektu grupowania si¢ zmiennosci (volatility clustering), typowego dla logarytmicznych stép
zwrotu instrumentéw finansowych. W rezultacie model AR(p) moze okazaé si¢ niewystarczajacy

w analizie danych finansowych, dla ktérych zmienno$¢ jest zmienna w czasie.

9:100175
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Modele Srednich ruchomych (ang. Moving Average, MA) stanowia kolejne z podstawowych na-
rzgdzi w modelowaniu stacjonarnych szeregéw czasowych. Model MA(qg) opisuje biezaca wartos¢
procesu jako liniowa kombinacj¢ sktadnika losowego oraz ¢ jego opdZnionych realizacji. Formal-

nie model ten mozna zapisac jako:

ye=co+a;+01a,-1—0a,2—...—04a, 4, (15)

gdzie:

a, ~i.i.d(0,0?) - biaty szum,

01,0,,...0, - parametry modelu,

* co - wyraz wolny,

L operator opdZnienia, taki ze L¥a; = a,_x, co pozwala zapisaé model w postaci zwartej:

yie=co+a,(1-61L' —6,L*—... —=6,L%). (16)

Modele MA(qg) sa zawsze stabo stacjonarne, o ile sktadnik losowy jest niezalezny i ma stalg

wariancj¢. Dla tego modelu bezwarunkowa warto$¢ oczekiwana wynosi:

E(y:) = co. (7)

Z kolei bezwarunkowa wariancja wyraza si¢ wzorem:

Var(y;) =yo = (1+607+65+... +62)0,. (18)

W przeciwienistwie do modeli AR(p), proces MA(g) nie wymaga warunku pierwiastkow wie-
lomianu charakterystycznego.

Charakterystyczna cecha modelu MA(q) jest ograniczona pamigé autokorelacyjna. Oznacza to,
ze funkcja autokorelacji (ACF) jest niezerowa tylko do rzgdu ¢, a nastgpnie ulega obcigciu:

#0, k=0,1,2....,q
p= (19)
0, k>gq
Tym samym funkcja ACF dostarcza narzgdzia diagnostycznego do identyfikacji rzedu modelu
MA, podobnie jak PACF w przypadku modeli AR. Z kolei funkcja czgSciowej autokorelacji (PACF)
dla modelu MA(g) wykazuje wygasanie wyktadnicze lub oscylacyjne w miarg wzrostu rzgdu op6z-
nienia k, tj.:

10
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¢k,k — 0, gdy k — oo,

Model ARMA (p,q) taczy w sobie elementy modelu autoregresyjnego AR(p) oraz modelu
Srednich ruchomych MA(q), co czyni go elastycznym narzgdziem w opisie stacjonarnych szeregéw
czasowych. W ogdlnej postaci model ARMA(p,q) zapisuje si¢ jako:

Ve=¢o+d1yi—1+ -+ Ppyi—ptar—01a,-1 — - — 040, (20)
gdzie:
e a; ~i.i.d(0,0?) - bialy szum,
* ¢1,02,...¢, - wspotczynniki czesci AR,
* 01,02,...0, - wspotczynniki czesci MA,
* ¢o - wyraz wolny,

Z wykorzystaniem operatora opdznien L, model mozna zapisa¢ w zwartej postaci operatorowej:

®(L)y; = O(L)a; + ¢o, 1)
gdzie:
« ®(L)=1-¢L—...—¢,LP
«O(L)=1-6,L—...—0,L

Proces {y, } jest stabo stacjonarny, jezeli wszystkie pierwiastki wielomianu ®(L) leza poza kotem
jednostkowym na ptaszczyZnie zespolonej (Tsay, 2005).

Warunkowa warto$¢ oczekiwana, czyli prognoza oparta na informacji dostgpnej do chwili 7 — 1,
WYynosi:

E(y: | Fiz1) = d1yi—1+ -+ Gpyi—p + 0101+ -+ 04a,4. (22)

Warunkowa wariancja pozostaje stala w czasie i r6wna:

Var(y,|Fi1)= 0. (23)

11
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Bezwarunkowa wartos$¢ oczekiwana (o ile model jest stacjonarny) wynosi:

pe—2 (24)

- f:l‘bi,

przy zalozeniu, ze | ), ¢; |< 1, co gwarantuje istnienie $rednie;.

Z kolei bezwarunkowa wariancja nie posiada ogdlnej postaci analitycznej, lecz moze zostaé

wyrazona jako nieskoficzona suma wazona kwadratéw wspotczynnikéw odpowiedzi impulsowej
g
Var(y,) = o ) 43, (25)
Jj=0

gdzie i ; to wspoétczynniki rozwinigcia procesu w szereg nieskoficzony.

W modelu ARMA(p,q) obie funkcje korelacyjne — ACF oraz PACF — wykazuja wygasanie
wykladnicze lub oscylacyjne, w przeciwienstwie do ,,obcigtych” funkcji w modelach czysto AR
lub MA. Oznacza to brak charakterystycznych punktéw ucigcia, ktére mogltyby postuzy¢ do jed-
noznacznej identyfikacji rzgdu modelu. W praktyce, identyfikacja modelu ARMA(p,q) wymaga
zazwyczaj zastosowania kombinacji narzedzi graficznych i kryteriéw informacyjnych (Box i in.,
2015).

1.4 Modele zmiennosci warunkowej

Model ARCH (ang. Autoregressive Conditional Heteroskedasticity) zostal zaproponowany przez
Roberta F. Engle’a w przetomowej pracy opublikowanej w Econometrica (Engle, 1982). Giéwnym
zatozeniem modelu jest uwarunkowanie zmiennosci sktadnika losowego od przesztych szokéw, co
pozwala opisaé zjawiska charakterystyczne dla szeregéw finansowych, takie jak skupianie zmien-
nosci, czyli wystgpowanie naprzemiennych okresow wysokiej i niskiej zmienno$ci. W uznaniu za
wktad w rozwdj teorii ekonometrii, Engle otrzymat Nagrodg¢ Nobla w dziedzinie ekonomii w 2003
roku.

W przeciwienstwie do klasycznych modeli ARMA, ktére zaktadaja stata wariancje sktadnika
losowego, model ARCH umozliwia dynamiczne modelowanie zmienno$ci. Modele takie maja
strukturg zlozona: jedna czgs$¢ opisuje Srednig procesu (warto$¢ oczekiwang), a druga — jego wa-
runkowa wariancj¢ (Alexander, 2008).

Model ARCH(g) przyjmuje nastgpujaca postaé:

yl:/’t+gl‘a (26)

gdzie:

12
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* u — wartoS$¢ oczekiwana procesu,
* & = 0z, — sktadnik losowy, przy czym, z; ~ iid N (0, 1)
2

* o“— warunkowa wariancja sktadnika losowego.
Zmienno$¢ warunkowa opisana jest rOwnaniem:
0',2 :a/0+a16,2_1+a26t2_2+...+aq6,2_q, 27)
gdzie:

ao > 0 — zapewnia dodatnio$¢ wariancji nawet w przypadku braku szokéw w przesziosci,

a; >0dlai=1,...,q — okreslaja wptyw przesztych wartosci btedéw na biezaca zmiennosc.

Model ARCH umozliwia dynamiczne dostosowanie si¢ wariancji do wystgpujacych w czasie

zmian intensywnosci zaktécen. Aby proces mial skoficzong wariancj¢ bezwarunkowa, wymagane

q
ZCI,’ <1
i=1

Dzigki tej konstrukceji, modele ARCH sa zdolne do odwzorowania leptokurtycznych rozktadow

jest spetnienie warunku:

stop zwrotu, czyli rozktadéw o grubych ogonach i wystgpowaniu silnej koncentracji wok6t wartosSci
Sredniej w poréwnaniu do rozktadu normalnego. Co wigcej, uchwytuja one empirycznie obserwo-
wang ceche rynkéw finansowych, jaka jest autokorelacja w kwadratach stép zwrotu, §wiadczaca o

wystegpowaniu heteroskedastycznosci (Tsay, 2005).

Cho¢ model ARCH(q) wprowadzony przez Engle’a (1982) umozliwit uwzglednienie zalezne;j
od przesztoSci zmiennoSci warunkowej, w praktyce okazalo sig, ze dla wielu szeregéw czasowych
finansowych konieczne jest stosowanie wysokich rzedéw ¢, aby wilasciwie uchwyci¢ dlugotrwate
skupianie si¢ zmiennosSci. Prowadzito to do estymacji duzej liczby parametréw i utrudniato inter-
pretacje wynikow.

W odpowiedzi na te ograniczenia, Tim Bollerslev (1986) zaproponowat model GARCH (ang.
Generalized Autoregressive Conditional Heteroskedasticity), bedacy uogélnieniem modelu ARCH.
Nowa konstrukcja pozwala nie tylko na uwzglednienie wptywu przesztych wartoSci kwadratow bie-
dow, ale takze wprowadza mechanizm autoregresji w samej wariancji, co znaczaco zwigksza ela-
styczno$¢ modelowania zmiennoS$ci finansowej przy stosunkowo niewielkiej liczbie parametrow.

Model GARCH(p,q) sktada si¢ z dwéch réwnan:

13
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Procesu Sredniej:

Vi =pter (28)

Struktury zmiennosci sktadnika losowego:

Er = 04y, lr ~ 1.1.d. N(O, 1), (29)
q p
O't2 = a0+Za,~6t2_i+Z,Bj0',2_j, (30)
i=1 j=1
gdzie:
2

ao > 0 — warto$¢ bazowa wariancji (gwarantuje dodatnio$¢ o“niezaleznie od przesziosci),
a; > 0 - wspétczynniki typu ARCH, odpowiadajace za wplyw przesztych szokéw,

B >0 — wspotczynniki typu GARCH, odpowiadajace za wplyw przeszlej zmiennosci.

Model GARCH w naturalny sposéb rozszerza klas¢ modeli ARCH o mechanizm pamigci w
wariancji, umozliwiajac odwzorowanie dlugotrwatych efektéw skupiania si¢ zmiennosSci. W przy-
padku najczesciej stosowanego modelu GARCH(1,1), warunkiem istnienia skoiczonej bezwarun-
kowej wariancji procesu jest: aj + S < 1.

Im blizsza jednosci jest suma (a; + 1), tym dtuzej utrzymuje si¢ podwyzszona zmiennos$¢ po
wystapieniu szoku. Ta cecha modelu GARCH czyni go szczegdlnie przydatnym w modelowaniu
rynkéw finansowych, gdzie efekt ,,pamigci” zmiennoS$ci jest dobrze udokumentowany empirycznie
(Alexander, 2008).

Chociaz klasyczny model GARCH(1,1) skutecznie odwzorowuje skupianie zmiennosci, to nie
jest w stanie uchwyci¢ asymetrycznej reakcji zmiennosci na szoki rynkowe. W praktyce bowiem
obserwuje sig, ze spadki cen instrumentéw finansowych (ujemne stopy zwrotu) maja zazwyczaj sil-
niejszy wptyw na wzrost zmiennosci niz wzrosty o tej samej skali — zjawisko to znane jest jako efekt
dzwigni (leverage effect). W odpowiedzi na te ograniczenia zaproponowano szereg rozszerzen kla-
sycznego modelu GARCH. W niniejszej pracy zostana rozwazone dwa z nich: GJR-GARCH oraz

EGARCH, ze wzglgdu na ich ugruntowane miejsce w literaturze i zastosowaniach empirycznych.

Model GJR-GARCH, zaproponowany przez Glostena, Jagannathana i Runkle’a (1993), wpro-
wadza do klasycznego modelu GARCH dodatkowy sktadnik, ktéry uwzglednia reakcje zmiennos$ci
na znaki przesztych btedéw. Konstrukcja modelu umozliwia ré6znicowanie wptywu pozytywnych i

negatywnych szokéw, co pozwala uchwyci¢ efekt dZwigni.

14



Formalna posta¢ modelu GJR-GARCH(1,1) jest nastgpujaca:
(th :a’()+a18t2_1+’)/18[2_11{8t71<0}+ﬁ10}2_1. (31)

gdzie:
ao > 0,a1 > 0,81 > 0- standardowe parametry GARCH,
v1 = 0 — wspdlczynnik mierzacy site asymetrii,

Iie, .y~ wskaznik aktywujacy dodatkowy efekt tylko dla ujemnych szokow.

W sytuacji, gdy y; > 0, negatywne zaktdcenia zwigkszaja zmienno$¢ bardziej niz pozytywne,
co odzwierciedla empirycznie obserwowana strukturg ryzyka na rynkach finansowych (Glosten,
Jagannathan & Runkle, 1993).

Alternatywnym podejsciem do modelowania asymetrii jest model EGARCH (Exponential GARCH),
zaproponowany przez Nelsona (1991). Giéwna innowacja EGARCH polega na logarytmicznej po-
staci wariancji warunkowej, co eliminuje konieczno$¢ narzucania nieujemnosci parametréw. Do-
datkowo model ten w naturalny sposéb umozliwia asymetryczne reakcje zmiennosci na szoki, za-
réwno pod wzgledem kierunku, jak i sity.

Posta¢ og6lna modelu EGARCH(p, q) jest nastepujaca:

)+7i

Wspdtczynnik y; odpowiada za efekt asymetrii, natomiast sktadnik logarytmiczny pozwala na

q
log((ftz) —w+ Za,- (St
i=1

—i
Or—i

p
+ > Bilog(a ) (32)
=

Er—i
Ot—i

odwzorowanie nieliniowej dynamiki zmiennoSci bez koniecznosci jawnego ograniczania parame-
tréw (Nelson, 1991).

1.5 Markov-Switching GARCH

Kluczowym narzgdziem analitycznym wykorzystywanym w niniejszej pracy jest model Markov-
Switching GARCH (MS-GARCH), ktory faczy w sobie dwa istotne podejScia do modelowania

zmiennoSci finansowe;j:

* modele klasy GARCH, umozliwiajace uchwycenie pamigci w procesie oraz zjawiska grupo-

wania si¢ zmiennosci,

* modele przetacznikowe (regime-switching), oparte na ukrytych procesach Markowa, pozwa-

lajace na zmiang¢ parametrow modelu w czasie.

15
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Zastosowanie podejScia MS-GARCH pozwala na bardziej realistyczne odwzorowanie nieliniowo-
Sci, przejS¢ migdzy rezimami rynku (np. migdzy okresem spadkéw a hossa) oraz nagltych zmian
strukturalnych charakterystycznych dla szeregéw finansowych (Gray, 1996; Haas, Mittnik & Pa-
olella, 2004a; Ardia iin., 2019). W ogdlnym ujeciu zaktada si¢, ze w kazdej chwili ¢ zmienno$¢ wa-
runkowa zalezy nie tylko od przesztych btedoéw oraz wtasnej przesztosci, jak w modelach GARCH,
ale takze od ukrytego stanu s;, ktory ewoluuje zgodnie z jednorodnym taricuchem Markowa z ma-
cierza przejscia P. Stan ten nie jest obserwowalny bezposrednio, lecz rekonstruowany na podsta-
wie danych empirycznych. W niniejszej analizie zaklada si¢ istnienie dwdch reziméw zmiennosci
— niskiej oraz wysokiej — zgodnie z podej$ciem zaproponowanym przez Haas et al. (2004a), a
zaimplementowanym w pakiecie MSGARCH dla jezyka R.

Formalnie, idac za Ardia i in., model moza zapisac:

yi | (se =k, Zi—1) ~ D(0, hi s, Ex), (33)

gdzie:

s; € {1,....,K} — nieobserwowalny stan (rezim) w chwili ¢, podlegajacy jednorodnemu tanicu-
chowi Markowa,

hi; — warunkowa wariancja w rezimie k,

D —rozktad o zerowej Sredniej 1 wariancji A ; z parametrami ksztattu &;.

Kazdy rezim posiada wiasny model GARCH-typu:

his =h(yi=1,hi-1,0k), (34)

gdzie 0to wektor parametréw wariancji w rezimie k.

W poréwnaniu z klasycznymi modelami GARCH, estymacja MS-GARCH jest znaczaco bar-

dziej ztozona. Wynika to z koniecznosci jednoczesnego modelowania:
* nieliniowej dynamiki zmienno$ci,
* ukrytego procesu przejS¢ migdzy rezimami.

Podstawowa metoda estymacyjng jest metoda najwigkszej wiarygodnosci (MLE). Ze wzgledu na
fakt, ze zmienne stanu sa nieobserwowalne, stosuje si¢ zmodyfikowana wersje filtru Hamiltona,
ktéry pozwala oszacowa¢ warunkowe prawdopodobiefistwa przebywania w poszczegdlnych rezi-
mach w danym momencie czasu na podstawie historii danych (Hamilton, 1989, 1994).

Filtr Hamiltona (Hamilton, 1989) to algorytm rekurencyjny. Umozliwia on wyznaczenie wa-

runkowych prawdopodobienistw przebywania w danym rezimie na podstawie dotychczasowych
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danych. Pomimo ze zmienne stanu s; sa nieobserwowalne, filtr pozwala traktowac je jak losowe
zmienne z rozktadem warunkowym, ktéry moze by¢ rekurencyjnie aktualizowany. W ten sposéb
mozliwa jest konstrukcja funkcji log-wiarygodno$ci oraz prognozowanie reziméw w czasie rze-

czywistym.

Logarytmiczna funkcja wiarygodnosci stosowana w estymacji metoda MLE ma posta¢:

T
log L(¥| ) = > log f(y: | ¥, Z-1), (35)

r=1

gdzie:

* ¥ —to wektor wszystkich parametréw modelu (parametry skedastyczne, rozktadowe i przejs¢

migdzy stanami),

* f(y: | ¥,Z;—1) — to warunkowa gesto$¢ obserwacji y, wyliczana na podstawie pelnej infor-

macji do chwili 7 — 1.

Z uwagi na ukryty charakter reziméw, warunkowa gesto$¢ f(y, |-) jest suma wazona gestosci

stanowych:

K K
FONY T =3 pipzict - fo (el s = 7, %,5m1) (36)
i=1 j=1

* pij — prawdopodobiefistwo przejscia z rezimu i do j,

* z;i,—1— prawdopodobiefistwo przebywania w stanie i w czasie ¢ — 1,

* fp(-) — gestosé obserwacji warunkowa wzgledem rezimu j, przy zadanych parametrach.
Dla prawidlowego rozpoczgcia algorytmu filtracji konieczne jest przyjecie rozktadu stacjonarnego

7 jako poczatkowego wektora prawdopodobienistw standw:

K
P =m, oraz Zﬂ'k =1 (37)
k=1
Rozklad ten pelni role prawdopodobienstw poczatkowych w filtrze Hamiltona.
Po zbudowaniu funkcji logarytmu wiarygodnoSci nastgpuje jej numeryczna maksymalizacja

wzgledem wektora parametréw W, obejmujacego zaréwno parametry modelu warunkowej warian-

cji, jak 1 macierzy przejScia miedzy rezimami.
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Ze wzgledu na brak analitycznej postaci estymatora, w implementacji wykorzystuje si¢ metody
numerycznej optymalizacji. W pakiecie MSGARCH dla jezyka R, wybrany przez autora parametr
solver = "hybrid" wskazuje — zgodnie z dokumentacja — na zastosowanie dwustopniowego podej-

Scia, taczacego metody Neldera—Meada oraz BFGS.

* Etap 1: algorytm Neldera-Meada (NM) — metoda ta nie wymaga pochodnych funkcji celu i
opiera si¢ na manipulacji prostokata (sympleksu) w przestrzeni parametréw. Jest odporna na
nieréwnosci 1 lokalne nieregularnosci funkcji wiarygodnosci, przez co stanowi dobrg strate-

gi¢ do znajdowania punktu poczatkowego.

* Etap 2: quasi-Newtonowska metoda BFGS (Broyden—Fletcher—Goldfarb—Shanno) — po uzy-
skaniu wstgpnych estymat z etapu 1, dalsza maksymalizacja przeprowadzana jest z uzyciem
metody BFGS, ktora przybliza macierz Hessego 1 wykorzystuje gradienty do szybkiej kon-

wergencji do lokalnego maksimum.

Mozliwe jest rowniez zastosowanie alternatywnych metod optymalizacji poprzez zmiang parame-
tru solver w funkcji estymacyjnej pakietu MSGARCH. Przyktadowo, ustawienie solver = "solnp"
umozliwia wykorzystanie algorytmu sekwencyjnego programowania kwadratowego (Sequential

Quadratic Programming), zaimplementowanego w pakiecie Rsolnp.

1.6 Miary ryzyka

W matematyce finansowej miara ryzyka to odwzorowanie (funkcjonat), ktéry kazdej zmiennej lo-
sowej (np. zyskom lub stratom portfela) przypisuje jedna liczb¢ — reprezentujaca ryzyko.

Formalnie rzecz biorac:

p:x —R,
gdzie:
* x - zbi6r zmiennych losowych

* p(X)- miara ryzyka dla instrumentu/portfela o profilu zyskéw i strat opisanym przez zmienna

losowg X.

Miara Value at Risk (VaR) dla danego poziomu istotnosci @ € (0, 1) okresla kwantyl rozktadu strat
portfela:
VaR,(X) =—inf{x e R: P(X <x) > a} (38)

Miara Expected Shortfall (ES), znana réwniez jako Conditional Value at Risk (CVaR), okre-
Sla Srednig wartosSC strat przekraczajacych VaR, czyli oczekiwang stratg w najgorszych a-100%
przypadkach.
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Expected Shortfall mozna zapisa¢ matematycznie jako:

ESq(X) = —é /0 aVaR,,(X) du, (39)

ESq(X) = -E[X | X < ga(X)]. (40)

Powyzsze definicje sa szeroko stosowane w praktyce zarzadzania ryzykiem, a ich wtasnosci
formalne opisano m.in. w pracach McNeila, Freya i Embrechtsa (2015) oraz Joriona (2007). Do-
datkowo, Expected Shortfall jest uznawany za spdjna miarg ryzyka, co zostalo wykazane przez
Artznera i in. (1999).

Wprowadzenie pojgcia spojnych miar ryzyka miato na celu nadanie rygorystycznych podstaw
matematycznych intuicji towarzyszacej zarzadzaniu ryzykiem. Warunki koherencji, takie jak mo-
notoniczno$¢, podaddytywnos$é, jednorodno$¢ i translacyjna niezmienniczo$¢, sa formalnym zapi-
sem oczekiwan, ktére powinny spetnia¢ miary ryzyka, jesli maja wiasciwie odzwierciedla¢ zagro-

zenia zwigzane z pozycjami portfelowymi.

Intuicyjnie oznacza to, ze:
» wigksze straty powinny wiazac si¢ z wigkszym ryzykiem (monotonicznos¢):

p(X)zp(Y)

dywersyfikacja powinna obnizac ryzyko, a nie je zwigksza¢ (subaddytywnos¢):

p(X+Y)<p(X)+p(Y)

zmiana skali inwestycji proporcjonalnie zmienia skalg ryzyka (jednorodnosc):
p(AX) =2p(X), 1>0

* dodanie pewnej kwoty gotoéwki do portfela powinno zmniejszy¢ ryzyko (translacyjna nie-
zZmienniczos¢):

p(X+c)=p(X)-c, ceR.

Cho¢ Value at Risk jest jedna z najbardziej rozpowszechnionych miar ryzyka, nie spetnia
wszystkich warunkéw koherencji — w szczeg6lnosci nie jest subaddytywna.
W odpowiedzi na te ograniczenia zaproponowano Expected Shortfall, ktéry spetnia wszystkie

warunki koherencji, w tym subaddytywnosc.
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W literaturze oraz praktyce finansowej wyrdznia si¢ trzy podstawowe metody szacowania miar
ryzyka, takich jak Value at Risk oraz Expected Shortfall: metode historyczna, metode parame-
tryczng oraz metode¢ numeryczng oparta na symulacjach Monte Carlo (Jorion, 2007; Dowd, 2005;
Hull, 2015).

W niniejszej pracy do procedur backtestingu zastosowano metodg rolling window w polaczeniu
z numeryczng estymacja miar ryzyka przy uzyciu symulacji Monte Carlo. PodejScie to umozliwia
elastyczne odwzorowanie struktury zmiennos$ci i uwzglednienie petnego rozktadu prognozowanych
stop zwrotu w danym horyzoncie czasowym.

Ze wzgledu na problemy numeryczne, ktére pojawily si¢ podczas szacowania miary Expected
Shortfall dla modeli przetacznikowych Markowa, konieczne byto zastosowanie w jednym przy-
padku alternatywnej procedury — w szczegdlnosci, parametrycznej metody obliczania ES przy
zatozeniu okre§lonego rozktadu sktadnika losowego. Szczegdty teoretyczne dotyczace wykorzysta-

nych metod (Monte Carlo oraz estymacji parametrycznej) przedstawiono w kolejnych fragmentach

pracy.

Schemat zastostosowanego algorytmu symulacyjnego opiera si¢ na podejsSciu przedstawionym
przez Danielssona (2011) w monografii Financial Risk Forecasting. Algorytm ten zostat zaadapto-
wany do prognozowania miar ryzyka w oparciu o szacowane modele zmiennosci i jest szczegétowo

opisany w kolejnych podrozdziatach.

1. W pierwszym kroku dopasowano do serii logarytmicznych stép zwrotu r; odpowiednie mo-
dele heteroskedastycznos$ci warunkowej GARCH oraz MS-GARCH.

2. Modele oszacowano metoda najwigkszej wiarygodnosci. Dla kazdego modelu uzyskano:

* Parametry Sredniej (np. ARMA),

* Parametry wariancji (np. parametry log-skali i asymetrii),

* Parametry rozktadu reszt (np. stopnie swobody, parametr sko$nosci),
— dla modeli przetacznikowych uzyskano takze:

* zestawy parametréw oddzielnie dla kazdego stanu

* macierz przejscia

» prawdopodobienstwa filtrowane i stabilne

3. Generujemy losowe Sciezki z rozktadu reszt N razy:
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(a) Dla modeli typu GARCH - zaktadamy, ze:
20~ sstd(é, v),i=1,...,N.

gdzie 7\ to i-ta realizacja z rozktadu reszt (skewed t-Studenta). Parametry &, ¥ 3 wspélne

dla kazdej generacji.

(b) Dla modeli typu MS-GARCH -dla kazdej Sciezki i przeprowadzono:
(@)

t+1
bienstwem stanu w czasie ¢,

i. Losowanie rezimu s, . zgodnie z macierza przejscia P i filtrowanym prawdopodo-

ii. Pobranie parametréw odpowiadajacych danemu stanowi:
7D~ sstd(ffs),v&)),i =1,...,N.

Oznacza to, ze kazdy punkt Sciezki jest generowany z rozktadu specyficznego dla

wylosowanego rezimu.
4. Generujemy warunkowe $ciezki stop zwrotu:

(a) Dla modeli typu GARCH - dla kazdej symulacji stosujemy wzor:
r =g, +6,-29, i=1,...,N.

(b) Dla modeli typu MS-GARCH - Dla kazdej Sciezki 7, po wylosowaniu stanu s

t+1°

() :ﬂt(s)+&[(s) .z i=1,...,N.

5. Obliczenie miar ryzyka VaR i ES - dla kazdego poziomu istotnosci a € {0.01,.—-0.05} :

¢ Posortowano wartosci {r(i) }i]\i ,rosngco (automatycznie dzieje si¢ to w funkcji quantile()
w R),

¢ Obliczono:
VaR, = —quantile(r(i),a),

ES, = -E[r?|r?) < -vaR,].

6. Zastosowanie rolling window:

zastosowano metodg rolling window (80% danych treningowych, 20% testowych). Dla kazdej daty

testowe;j:
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* Estymowano model na ostatnim oknie danych,

— Wygenerowano N §ciezek Monte Carlo dla dnia,
— Obliczono VaR i ES wedlug powyzszej procedury,

— Zapisano wartosci do pdZniejszego backtestingu.

Rozdzial ten zakoniczony zostanie opisem drugiej metody wykorzystanej do wyznaczenia miary
Expected Shortfall, tj. podejScia parametrycznego. Zastosowanie tej metody bylo podyktowane
problemami numerycznymi, ktére pojawily si¢ w trakcie szacowania ES przy uzyciu symulacji
Monte Carlo w modelu MSGARCH — prowadzity one do nienaturalnie zanizonych wartosci ocze-
kiwanego niedoboru. Alternatywna procedura, oparta na zalozeniu okreslonego rozktadu sktadnika

losowego, zostata zaimplementowana zgodnie ze schematem przedstawionym przez Danielssona
(2011).
1. Estymacja MS-GARCH

Na danych dziennych logarytmicznych stép zwrotu dopasowano model MS-EGARCH z
dwoma rezimami i rozktadem reszt typu skos$ny t-Studenta (skewed-t). Estymacj¢ przepro-

wadzono metoda najwigkszej wiarygodnosci.

W wyniku dopasowania modelu uzyskano:

* szereg warunkowych odchylen standardowych,
* szereg wartos$ci oczekiwanych otrzymanych z oddzielnie estymowanego modelu AR(1),

» parametry rozktadu reszt, takie jak skoSnos¢ i liczba stopni swobody.

Dla uproszczenia przyjeto usrednione wartosSci:

(D 4 5@ L0
2 B 2

V=

2. Wyznaczenie parametrycznego Expected Shortfall

Zakladajac, Ze reszty maja znany rozktad sstd(€,V), dla kazdego poziomu istotnosci @ €
{0.01,.-0.05} oraz dla kazdego dnia ¢t w prdbie testowej, wyznaczono warto$¢ parame-

trycznego Expected Shortfall wedtug formuty:

ES, (@) = fi; + 67 - ESssua (@ €, 9)
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3. Estymacjg¢ przeprowadzono dla ostatnich n = 248 obserwacji szeregu czasowego (20% zbioru
danych), tworzac wektor prognozowanych wartosci ES;(«), ktére nastgpnie poddano anali-

zie jakosciowej.

Rozdzial 11

2 Metodologia

2.1 Backtesting i klasyczne testy dla VaR

Backtesting to empiryczna procedura oceny jakosci prognoz modelu ryzyka, polegajaca na po-
rOwnaniu wyznaczonych ex-ante miar ryzyka z rzeczywistymi ex-post obserwacjami stop zwrotu.
Celem backtestingu jest sprawdzenie, czy model dostarcza wiarygodnych i zgodnych z rzeczywi-

sto$cig prognoz.

W kontekScie niniejszej pracy, zastosowano dwa testy statystyczne stuzace do backtestingu:
test Kupca i Christoffersena.
Test Kupca (1995) sprawdza, czy czgstos¢ przekroczen prognozowanego VaR odpowiada zada-

nej wartosci poziomu istotnosci a. Hipotezy testowe sa nastgpujace:

Hy : P(przekroczenia) # «
H, : P(przekroczenia) = «
Test Christoffersena (1998) rozszerza test Kupca, badajac rowniez, czy przekroczenia poja-

wiaja si¢ losowo w czasie (czyli sa niezalezne). Ocenia on tzw. warunkowe pokrycie (conditional

coverage), taczac dwa skladniki:

* Unconditional coverage — czy liczba przekroczen zgadza si¢ z oczekiwaniami:

Hy: m+a
H,: =«

* Independence — czy przekroczenia sa niezalezne w czasie (czy np. nie wystepuja w kla-
strach):

Hy: przekroczenia niezaleine

H,: przekroczenia zalezne
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Statystyka testu ma rozktad y?.

2.2 Backtesting dla ES

Expected Shortfall, jako spdjna, koherentna miara ryzyka, jest szeroko rekomendowana zar6wno
przez Srodowisko akademickie, jak i instytucje regulacyjne (np. Komitet Bazylejski w ramach
Bazylei III), jako alternatywa dla Value at Risk — szczegdlnie ze wzgledu na swoja zdolnos$¢ do
uwzgledniania pelnego ryzyka ogonowego.

Jednak przez dlugi czas ograniczeniem dla praktycznego zastosowania ES byta trudno$¢ zwia-
zana z jej empiryczna weryfikacja (backtestingiem). W szczego6lnosci, fakt ze ES nie jest uzyski-
walne, czyli z ang. elicitable w sensie klasycznym — tj. nie istnieje funkcja scoringowa, ktorej
warto$¢ oczekiwana bytaby minimalizowana wylacznie przez poprawng wartoS¢ ES — prowadzit
do przekonania, ze nie mozna jej skutecznie testowac.

Nieporozumienie dotyczace ograniczeri wynikajacych z braku uzyskiwalno$ci miary ryzyka
Expected Shortfall zostalo zakwestionowane w pracy Backtesting Expected Shortfall autorstwa
Acerbiego i Székely’ego (2014). Autorzy ci pokazali, ze cho¢ ES nie jest samodzielnie uzyski-
walny, nie wyklucza to mozliwosci jego efektywnego backtestowania. Giléwnym wnioskiem pty-
nacym z ich pracy jest stwierdzenie, ze uzyskiwalno$¢ miary ryzyka nie ma istotnego znaczenia w
kontekscie bezwzglednej walidacji modelu, a jej brak nie uniemozliwia konstrukcji testow ocenia-
jacych jako$¢ prognoz.

Co wigcej, Acerbi i Székely przedstawili intuicyjne wyjasnienie, dlaczego ES nie spetnia wa-
runku uzyskiwalnosci jako pojedyncza miara. W odpowiedzi na to ograniczenie zaproponowali
konstrukcje¢ wspdlnej funkcji scoringowej dla pary miar ryzyka: Value at Risk oraz Expected Short-
fall. Na podstawie tej funkcji opracowali nieparametryczne testy backtestowe, ktére nie wymagaja
zatozen dotyczacych rozktadu danych i koncentruja si¢ na penalizacji przypadkéw niedoszacowa-
nia ryzyka.

Formalny dowdéd wspdlnej uzyskiwalnosci pary (VaR, ES) zostatl przedstawiony dopiero dwa
lata pézniej przez Fisslera i Ziegela (2016), ktorzy wykazali matematycznie, ze para ta jest uzyski-
walna. W przeciwienistwie do Acerbiego i Székely’ego, ktérzy oparli swoje podejécie na przestan-
kach intuicyjnych, Fissler i Ziegel ugruntowali tg koncepcje¢ w Scistych ramach teoretyczych.

W rezultacie, w pracy Acerbiego i Székely’ego (2014) zaproponowano klas¢ nieparametrycz-
nych testow backtestowych, ktére wykorzystuja wspolng funkcje scoringowa dla pary (VaR, ES),
skonstruowang w taki sposéb, by penalizowaé niedoszacowanie ryzyka. Dla pojedynczej obserwa-

cji ry, funkcja scoringowa moze by¢ zdefiniowana w postaci:

$1= L) 1 < V) + (B~ Vo)l @1)
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gdzie:

* V, — prognozowana warto$¢ Value at Risk na poziomie istotnosci

E, — prognozowana warto$¢ Expected Shortfall na poziomie istotnosci

* r; —rzeczywista obserwacja (stopa zwrotu / strata) w chwili

I(-) —funkcja wskaZznikowa (przyjmuje warto$¢ 1, gdy warunek wewnatrz jest spetniony,

inaczej 0).

Warto uscisli¢, ze zastosowany w pracy zapis funkcji scoringowe;j jest szczegdlnym, uproszczonym
przypadkiem ogdlniejszej konstrukcji zaproponowanej przez Fisslera i Ziegela (2016), stuzacej do
oceny uzyskiwalnosci pary miar ryzyka VaR 1 ES.

Zestaw hipotez do testu jednostronnego mozna zapisac tak:

Ho : Model poprawnie estymuje ES (Sredni score S = 0)
H, : Model niepoprawnie estymuje ES (§redni score S > 0)

Nalezy jednak podkresli¢, ze test Acerbiego—Székely’ego zostal skonstruowany z perspektywy
ochrony przed niedoszacowaniem ryzyka (tzn. sytuacjami, w ktérych model przewiduje zbyt ni-
skie wartosci ES). W konsekwencji, przypadki przeszacowania ryzyka — w ktérych prognozowane
warto$ci ES sa nadmiernie konserwatywne — skutkuja ujemnymi warto$ciami funkcji scoringowe;j,
co nie prowadzi do istotnosSci testu. Test nie jest wigc narzedziem do wykrywania nadmiernego
oszacowania ryzyka, lecz wylacznie do identyfikacji sytuacji, w ktorych ryzyko zostato zanizone
W sposOb statystycznie istotny.

W niniejszej pracy autor zaimplementowat test backtestowy dla miary Expected Shortfall w
jezyku R, opierajac si¢ na istniejacym repozytorium GitHub autorstwa Lluca Puiga Codiny, ktére

zawiera implementacj¢ testu zaproponowanego przez Acerbiego 1 Székely’ego (2014).

Rozdzial 111

3 Empiryczna analiza danych

W celu zaklasyfikowania 365 funduszy inwestycyjnych (na podstawie dziennych danych) pobra-
nych ze strony BossaFund do dwéch kategorii — konserwatywnej oraz agresywnej — zastosowano
podejscie oparte na analizie jezykowej opisOw funduszy oraz deklarowanych polityk inwestycyj-

nych. W przeciwienstwie do metod klasyfikacji bazujacych na wskaznikach iloSciowych, przyjeta
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metoda opiera si¢ na zalozeniu, ze strategia inwestycyjna funduszu, zakotwiczona w jego dekla-
racji polityki inwestycyjnej, odzwierciedla trwata orientacj¢ ryzyka. Innymi stowy, zaklada sig, ze
fundusze okreslane jako konserwatywne faktycznie stosuja konserwatywna strategi¢ inwestycyjna,
a nie agresywna, i analogicznie w przypadku funduszy agresywnych. Przyjmuje si¢ rOwniez, ze
zarzadzajacy funduszem daza do realizacji obranej strategii w sposOb spdjny, co ma bezposrednie
znaczenie przy doborze modeli statystycznych stuzacych do szacowania miar ryzyka.

Dane tekstowe pozyskano z materiatéw informacyjnych publikowanych przez Towarzystwa
Funduszy Inwestycyjnych (TFI), a nastgpnie scalono w jeden jednolity korpus stuzacy jako pod-
stawa do dalszej analizy semantycznej. Na potrzeby klasyfikacji przeprowadzono ekspercka selek-
cje 40 funduszy, ktérych opisy wykazywaty wyrazne i jednoznaczne cechy stylistyczne odpowia-
dajace profilom ryzyka. Cz¢$¢ z nich zostata nastgpnie wykluczona z powodu brakéw w danych
iloSciowych, pozostawiajac probe gotowa do dalszej obrébki.

W ramach klasyfikatora stworzono dwie listy stow kluczowych: jedna odpowiadajaca profilowi
agresywnemu, druga — konserwatywnemu. Uwzgledniono zaréwno rdzenie wyrazéw (np. ,,akcj”,
,obligacj”), jak 1 wyrazenia odnoszace si¢ do poziomu ryzyka, klas aktywow czy stylu zarzadzania.
Dla stéw zawierajacych rdzenie o duzym fadunku semantycznym, takie jak ,,agres” i, konserwaty”,
przypisano wyzsza wage (2 zamiast 1). Listy stéw kluczowych sa dostgpne na zadanie.

Nastepnie, dla kazdego funduszu, zliczono wystapienia stow z obu grup z uwzglednieniem wag,

a wynik wykorzystano do przypisania jednej z trzech etykiet:
* agresywny — jesli suma wazona stow agresywnych przewyzszata konserwatywne,
* konserwatywny — w przypadku zaleznosci odwrotnej,
* niepewny — gdy klasyfikacja nie byta jednoznaczna.

Cala procedur¢ przeprowadzono w Srodowisku R z wykorzystaniem pakietéw dplyr, stringr oraz
readr. Opisy funduszy zapisano w pliku CSV, ktéry nastgpnie wczytano i przetworzono zgodnie z
zatozeniami klasyfikacyjnymi.

Na podstawie uzyskanych wynikéw klasyfikacji wybrano:

5 funduszy o najwyzszych wartoSciach wskaznika score_agres, reprezentujacych profil agre-

sywny,

* 5 funduszy o najwyzszych warto$ciach score_kons, odpowiadajacych profilowi konserwa-

tywnemu.

Dob6r sktadnikow do kazdego z dwoéch portfeli — konserwatywnego 1 agresywnego — stano-

wil kompromis pomigdzy reprezentatywnoScia a przejrzystoScia konstrukcji. Wybrane fundusze
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cechowaly si¢ najbardziej jednoznacznym profilem jezykowym, co pozwolito uniknaé rozmycia
charakterystyki portfela oraz zapewnito semantyczna spdjnos¢ analizowanych zbioréw.

Takie podejscie umozliwito stworzenie dwéch wyraznie zréznicowanych grup funduszy. W
dalszej czgSci analizy przyjeto podejScie agregacyjne, polegajace na utworzeniu dwoch skalarnych
szeregdw czasowych: jednego dla portfela konserwatywnego, drugiego — dla portfela agresyw-
nego. W obu przypadkach szereg ten zbudowano jako $rednia wazonga logarytmicznych stép zwrotu
funduszy nalezacych do danego portfela, przy zatozeniu réwnych wag (portfel equally weighted).

Wybdr tego podejsScia wynikat z checi uproszezenia estymacji modeli GARCH 1 MS-GARCH,
ale znajduje rowniez oparcie w literaturze. McAleer 1 da Veiga (2008) wykazali, ze w przypadku
portfeli o niewielkiej liczbie sktadnikéw, prognozy miar ryzyka (np. Value at Risk) uzyskiwane z
modeli opartych na zagregowanym szeregu czasowym nie odbiegaja istotnie od wynikéw modeli
wielowymiarowych. Dodatkowo, podejScie to pozwala uniknaé probleméw zwiazanych z tzw. kla-
twa wymiarowoSci (curse of dimensionality), czyli nadmiernym wzrostem liczby parametrow w
modelach obejmujacych wiele zmiennych jednoczesnie.

Wybrane fundusze zaklasyfikowane do analizy zostaty przedstawione w Tabeli 1. Szczegdtowe
informacje dotyczace profilu poszczegdlnych funduszy oraz ich deklarowanej polityki inwesty-
cyjnej dostgpne sa w odrgbnym pliku (format CSV/XLSX), ktéry moze zosta¢ udostgpniony na

zadanie.

Tabela 1: Najbardziej agresywne i konserwatywne fundusze w probie badawcze;j

Nazwa funduszu (agre- Kod Scoring | Nazwa funduszu (kon- Kod Scoring

sywne) serwatywne)

PKO Technologii i Inno- PKO027 13 INVESTOR Konserwa- DWS037 10

wacji Globalny tywny

GOLDMAN  SACHS INGO027 13 IPOPEMA Konserwa- [PO082 8

Europejski Spétek Dy- tywny Uniwersalny A

widendowych

ALLIANZ Akcji Rynku  ALLO033 9 ALLIANZ Obligacji Ul- ALLO038 7

Ztota tra Dtugoterminowych

AGIO Akcji PLUS AGI044 8 ALLIANZ Konserwa- ALL00S 6
tywny

PKO Dynamicznej Alo- PKO002 8 NOBLE FUND Konser- NOBO0O0O1 6

kacji watywny

Kolumna Scoring zawiera przypisane punkty odzwierciedlajace stopien ,,agresywnosci” lub
,,konserwatywnoS$ci” funduszy, przyznane na podstawie czgstosci wystgpowania charakterystycz-

nych stéw w ich opisach.
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3.1 Wykresy cen i zwrotow z funduszy

Empiryczna czg$¢ analizy rozpoczyna si¢ od graficznej prezentacji szeregéw cen oraz odpowiadaja-
cych im logarytmicznych stop zwrotu dla kazdego z wybranych funduszy. Zakres czasowy badania
obejmuje okres od 20 grudnia 2018 roku do 20 grudnia 2023 roku, co odpowiada pigcioletniemu
horyzontowi obserwacji. Dtugos¢ tego okna zostata dobrana zgodnie z powszechnie przyjetymi
praktykami w literaturze empirycznej oraz zaleceniami metodologicznymi dotyczacymi analizy

ryzyka (Khanniche, 2009). Analiza oparta jest na dziennych danych.

Ceny jednostek funduszy (2018-2023)
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Rysunek 1: Ceny jednostek funduszy 2018-2023
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Stopy zwrotu funduszy (2018-2023)
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Rysunek 2: Logarytmiczne stopy zwrotu funduszy 2018-2023

Zagregowane skalarne szeregi stop zwrotow przedstawiono na rysunkach 3. i 4. Juz na podsta-
wie analizy wizualnej mozna zaobserwowaC wyrazne zréznicowanie poziomu zmienno$ci mi¢dzy
oboma portfelami. Portfel konserwatywny cechuje si¢ zdecydowanie nizsza zmiennos$cig, nato-
miast portfel agresywny wykazuje liczne epizody podwyzszonego ryzyka. Wstepne szacunki wska-
zuja, ze wariancja portfela agresywnego moze by¢ nawet okoto dziesigciokrotnie wyzsza niz wa-

riancja portfela konserwatywnego.
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Logarytmiczne stopy zwrotu portfeli (2018-2023)
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Rysunek 3: Poréwnanie logarytmicznych stép zwrotu portfeli
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Rysunek 4: Poréwnanie zmiennosci portfeli
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3.2 Charakterystyka danych

Statystyki opisowe potwierdzaja znaczaca réznicg w zmienno$ci migdzy portfelami — odchylenie
standardowe portfela agresywnego jest ponad osiem razy wigksze niz konserwatywnego. Oba roz-
ktady charakteryzuja si¢ silnq lewostronna asymetria oraz bardzo wysoka kurtoza, wskazujaca

na obecnos¢ ekstremalnych obserwacji i odchyleri od normalno$ci, co znajduje potwierdzenie w

wartoSciach statystyki Jarque-Bera.

Tabela 2: Statystyki opisowe dla portfela konserwatywnego i agresywnego

Portfel Srednia Mediana Min Max SD Sko$no$é¢ Kurtoza
Konserwatywny 0.000090 0.000113 -0.013435 0.006155 0.001059 -2.156 27.01
Agresywny 0.000179 0.000517 -0.087985 0.046968 0.008607 -1.300 12.90

Wysokie wartoSci statystyki testowej Jarque’a-Bery — jak w przypadku obu analizowanych
portfeli (38 632 dla konserwatywnego i 8 890 dla agresywnego) — S$wiadcza o zdecydowanym
odrzuceniu hipotezy zerowej na rzecz alternatywnej. Oznacza to, ze rozklady stop zwrotu znaczaco
odbiegaja od normalnosci, co potwierdzaja takze obserwowane wartosci skosnosci i1 kurtozy. Taki

wynik uzasadnia zastosowanie modeli i metod uwzgledniajacych niestandardowe cechy danych,

takie jak leptokurtycznos¢ i asymetria.

Histogram — portfel konserwatywny Histogram — portfel agresywny
1000
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3 3
® 8 40
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Rysunek 5: Histogramy stop zwrotéw
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Histogramy potwierdzaja nienormalnos$¢ rozktadéw stép zwrotu — obie serie charakteryzuja sig¢
leptokurtyczno$cia oraz asymetria, szczegdlnie widoczna w przypadku portfela konserwatywnego.
Dodatkowo, estymacja gestosci wykonana metoda jadrowa uwidacznia waski szczyt i wydtuzone

ogony, co rowniez wskazuje na istotne odstepstwa od rozktadu normalnego.

QQ-plot — portfel konserwatywny QQ-plot — portfel agresywny
o 0.05 o
0.005 -’ *
[
0.000 0.00
>
-0.005 o" .'
i 0.05 .°
-0.010
2 0 2 -2 0 2
X

Rysunek 6: Wykresy kwantyl-kwantyl

Wykresy kwantyl-kwantyl poréwnuja kwantyle empiryczne (0§ OY) z teoretycznymi kwanty-
lami rozktadu normalnego (0§ OX). Widoczne odstepstwa punktéw od linii prostej, szczegdlnie w
ogonach, wskazuja na nienormalno$¢ rozktadéw. Oba portfele wykazuja leptokurtyczno$¢ i obec-

nos¢ obserwacji ekstremalnych, ktére odbiegaja od oczekiwan przy rozktadzie normalnym.

3.3 Testy statystyczne

Wyniki testow Augmented Dickey—Fuller (ADF) przedstawione w tabeli 3. wskazuja na stacjonar-
no$¢ logarytmicznych stép zwrotu zaréwno dla portfela konserwatywnego, jak i agresywnego. W
obu przypadkach warto$¢ statystyki testowej znaczaco przekracza warto$¢ krytyczna , co pozwala
na odrzucenie hipotezy zerowej o obecnosSci pierwiastka jednostkowego na wysokim poziomie

istotnosci.
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Tabela 3: Wyniki testow stacjonarnosci dla logarytmicznych stép zwrotu

Portfel Statystyka ADF Wartosci krytyczne ADF  Statystyka KPSS p-wartos¢ KPSS
Konserwatywny —-19,296 -3,43 ) -2,86 | -2,57 0,557 0,029
Agresywny —-22,428 -3,43 /-2,86 | -2,57 0,052 0,100

Odmienne wyniki przynosi test KPSS (Kwiatkowski—Phillips—Schmidt—Shin), ktéry zaktada
odwrotny zestaw hipotez — hipoteza zerowa jest stacjonarnos$¢ szeregu. W tym przypadku sze-
reg stop zwrotu dla portfela konserwatywnego zostat oceniony jako niestacjonarny, natomiast dla
portfela agresywnego hipotezy zerowej nie odrzucono, co potwierdza jego stacjonarnosc.

Nalezy zauwazy¢, ze wpisana w wynikach testu KPSS warto$¢ p = 0.1 nie odzwierciedla do-
ktadnego poziomu istotnosci, lecz stanowi przyjeta konwencje — wartosci p wigksze niz 0.1 sa
sprowadzane do tej granicy. W przypadku portfela agresywnego nieodrzucenie hipotezy zerowej o
stacjonarno$ci mozna zatem uznaé za jednoznaczne.

W odniesieniu do portfela konserwatywnego wyniki testu KPSS moga by¢ czgSciowo zafal-
szowane przez obecnos¢ efektu ARCH lub autokorelacji, ktére nie sa w petni uwzgledniane przez
te procedurg testowa. Niska zmienno$¢ oraz silne skupienie obserwacji wokét Sredniej moga by¢
btednie interpretowane przez test KPSS jako oznaki niestacjonarnosci. Tego rodzaju falszywe sy-
gnaty sa znane w literaturze jako ograniczenia testu KPSS w kontekscie heteroskedastycznosci, w
szczeg6lnosci przy obecnosci efektéw typu ARCH czy GARCH (Lamoureux & Lastrapes, 1990).
Majac na uwadze mozliwe ograniczenia testu KPSS oraz jednoznaczne wyniki testu ADF, przyjeto

zalozenie o stacjonarnosci szeregu czasowego portfela konserwatywnego na gruncie definicyjnym.

Tabela 4: Wyniki testow diagnostycznych dla logarytmicznych stép zwrotu

Portfel ARCH statystyka p-wartoS¢ ARCH McLeod-Li statystyka p-warto$¢ McLeod-Li Ljung-Box statystyka (dla serii)
Konserwatywny 156,988 0,000 251,686 0,000 191,670
Agresywny 222,984 0,000 423,067 0,000 43,315

Wyniki testow diagnostycznych przedstawionych w tabeli 4. jednoznacznie wskazuja na obec-
no$¢ autokorelacji oraz efektéow warunkowej heteroskedastycznosci w szeregach logarytmicznych
stop zwrotu obu portfeli.

Wysokie wartoS$ci statystyki testu ARCH oraz bardzo niskie warto$ci p-value sugeruja, ze dla
obu portfeli wystepuje efekt ARCH, czyli zmienno$¢ wykazuje zalezno$¢ od wartosci z poprzed-
nich okreséw. Zjawisko to jest typowe dla danych finansowych i objawia si¢ w postaci skupisk
zmiennoSci (tzw. volatility clustering).

Podobnie, test McLeoda-Li, bedacy rozszerzona wersja testu Ljunga—Boxa stosowana do kwa-

dratéw reszt, potwierdza obecnos$¢ autokorelacji w wariancji, co dodatkowo wskazuje na dyna-
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miczne zmiany zmiennosci w czasie.

Test Ljunga—Boxa dla samej serii stop zwrotu wykazuje znacznie silniejsze efekty autokorelacji
w portfelu konserwatywnym niz w agresywnym (191,7 vs. 43,3), co moze sugerowaé wyzsza re-
gularno$¢ krétkookresowych wahan w konserwatywnym portfelu. Jest to zgodne z charakterystyka
instrumentéw konserwatywnych — stabilnych i mniej podatnych na gwattowne szoki rynkowe.

Lacznie, wyniki te potwierdzaja zasadno$¢ modelowania zmiennosci przy uzyciu warunko-
wych modeli heteroskedastycznych typu GARCH oraz ich wariantéw, a takze ewentualnej potrzeby
uwzglednienia struktury autokorelacyjne;.

Rysunek 7 przedstawia wykresy funkcji autokorelacji (ACF) oraz czastkowej funkcji autoko-

relacji (PACF) dla logarytmicznych stép zwrotu z obu portfeli. Na wykresach zaznaczono granice
1.96
\/T b
liczba obserwacji, 1.96 to warto$¢ krytyczna z rozktadu normalnego dla poziomu istotnosci 5%.

istotnoSci statystycznej przy poziomie ufnosci 95%, wyznaczone wedtug wzoru: + gdzie T to
Przekroczenie tych granic przez stupki Swiadczy o istotnej autokorelacji w danym opdZnieniu.

Dla portfela konserwatywnego zauwazalne sa istotne autokorelacje w pierwszych kilku opdz-
nieniach na wykresie ACF, co sugeruje obecnoS¢ liniowej struktury czasowej 1 wigksza przewidy-
walno$¢ zmian. Z kolei w przypadku portfela agresywnego wykres ACF nie wskazuje na istotne
autokorelacje, wigc mozna wnioskowac¢ o wigkszej przypadkowosci i mniejszej regularnosci pro-
cesu generujacego dane.

Warto zwrdéci¢ uwage na wykresy PACF, ktére ukazuja czastkowa autokorelacje — czyli wptyw
danego opdZnienia po odjeciu efektéw wezesniejszych lagéw. Dla portfela agresywnego pojawiaja
si¢ pojedyncze istotne wartosci, co moze wskazywac na obecnos¢ zaleznosci wyzszego rzedu, ktore

nie sa uchwytne w klasycznym ACF.
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Rysunek 7: Panel ACF i PACF dla st6p zwrotu
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Na podstawie analizy wstgpnej zgodnej z podejSciem Boxa—Jenkinsa stwierdzono zasadno$¢
uwzglednienia sktadnikéw autoregresyjnych (AR) oraz Sredniej ruchomej (MA) w modelowaniu
struktury Sredniej, co przemawia za zastosowaniem modelu typu ARMA-GARCH. Istotno$¢ op6z-
nien w funkcjach ACF i PACF wskazuje na obecnos$¢ systematycznych zaleznosci liniowych w
szeregach stop zwrotu, ktérych nieuwzglednienie mogltoby prowadzi¢ do btednej specyfikacji wa-
riancji warunkowe;j.

Dodatkowo, analiza ACF i PACF dla kwadratéw stép zwrotu, przedstawiona na Rysunku 8.,
potwierdza wystepowanie autokorelacji w drugich momentach, co jest charakterystycznym sygna-
fem obecnosci heteroskedastycznos$ci warunkowej. Obserwacje te sa zgodne z wynikami testow
diagnostycznych (np. ARCH-LM), ktére rowniez wskazuja na obecno$¢ efektu ARCH.

Tym samym, zaréwno analiza graficzna, jak i testy formalne, dostarczaja spdjnych podstaw do
estymacji modeli GARCH.

Wstepnego doboru komponentéw ARMA dokonano z wykorzystaniem funkcji auto.arima() z
pakietu forecast w jezyku R. Algorytm ten automatycznie wybiera optymalng specyfikacje modelu
ARIMA na podstawie maksymalizacji funkcji wiarygodnosci estymowanej metoda najwigkszej
wiarygodnosci, przy jednoczesnym minimalizowaniu wybranego kryterium informacyjnego.

Zgodnie z wczesniejszym zalozeniem o stacjonarnosci logarytmicznych stép zwrotu, natozono
dodatkowy warunek ograniczajacy parametr roznicowania d = 0, co zapewnia wybor wylacznie
modeli ARMA(p,q), bez komponentu réznicujacego.

Tabela 5. prezentuje wyniki wstgpnego doboru komponentéw ARMA, ktére nastgpnie zostaty

wykorzystane jako czgs$¢ struktury modeli GARCH w dalszej analizie empirycznej.

Tabela 5: Por6wnanie modeli ARMA dla portfela konserwatywnego i agresywnego

Parametr Portfel konserwatywny Portfel agresywny
Model ARMA (3,0,2) (5,0,0)
AR(1) 0.3394 (0.0917) —0.0308 (0.0318)
AR(2) —-0.4213 (0.0973) 0.0965 (0.0376)
AR(3) 0.3015 (0.0382) 0.1937 (0.0327)
AR®4) - 0.0681 (0.0326)
AR(S) - —0.1161 (0.0368)
MA(1) —0.1837 (0.0983) -
MA(Q2) 0.5709 (0.1071) -
Stata (mean) 0.0001 (0.0001) -
o? 9.7-1077 6.997-1073
Log-likelihood 6787.58 4131.37
AIC -13561.15 —-8250.74
AlCc —13561.09 —-8250.70
BIC —13522.58 —8217.68
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3.4 Estymacja i diagnostyka modeli typu GARCH dla portfela konserwa-
tywnego

Tabela 6 przedstawia wyniki estymacji wybranych specyfikacji modeli GARCH dla szeregu czaso-
wego portfela konserwatywnego. Wstepnie przyjeto model GARCH(1,1) ze sktadnikiem Sredniej
ARMA(3,2) oraz rozktadem normalnym dla sktadnika losowego. W kolejnych krokach autor prze-
prowadzit iteracyjny proces optymalizacji, obejmujacy modyfikacj¢ zaréwno typu rozktadu, jak i
struktury modelu wariancji.

Pierwsze por6wnanie modelu opartego na rozkladzie normalnym z modelem wykorzystuja-
cym rozktad t-Studenta wykazalo, ze ten drugi zapewnia wyraznie lepsze dopasowanie do danych.
Swiadczy o tym wyzsza warto$é logarytmu funkcji wiarygodnosci oraz nizsze wartosci kryteriéw
informacyjnych AIC i BIC, co potwierdza lepsze wtasciwosci statystyczne modelu.

W dalszej analizie oszacowano réwniez modele typu EGARCH i GJR-GARCH, zakladajac
rozktad t-Studenta dla sktadnika losowego. Wstepna diagnostyka wskazata jednak na nizsza sta-
bilnos¢ 1 gorsze dopasowanie modeli innych niz EGARCH — zar6éwno pod wzgledem wartosSci
funkcji wiarygodnosci, jak i kryteriow informacyjnych. Dodatkowo, jak pokazuje Tabela 7, nie
wszystkie parametry tych modeli uzyskaty istotnos¢ statystyczna na konwencjonalnych poziomach
istotnosci.

Na podstawie tych obserwacji wybrano do dalszej analizy model EGARCH(1,2) z rozkla-
dem skosnym t-Studenta (skewed-t), ktéry wykazat najlepsze dopasowanie do danych. Model ten
osiagat wyzsza warto$¢ funkcji wiarygodnosci oraz nizsze wartoSci AIC 1 BIC w poréwnaniu do
EGARCH z rozktadem t-studenta. Wybrana specyfikacja zostata ostatecznie przedstawiona w Ta-
beli 6.
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Tabela 6: Estymacja parametrow modeli GARCH dla portfela konserwatywnego

Parametr sGARCH(1,1),norm sGARCH(1,1),std eGARCH(1,2),sstd gjrGARCH(1,1), std

7 0.000114 0.000121 0.000094 0.000129
AR(1) 0.254 0.258 0.284 0.210
AR(2) 0.771 0.693 0.697 0.771
AR(3) ~0.086 ~0.053 ~0.085 ~0.066
MA(1) ~0.081 ~0.128 ~0.106 ~0.068
MA(2) ~0.741 ~0.665 ~0.688 ~0.754
w 0.000 0.000 ~0.360 0.000
ai 0.125 0.095 ~0.093 0.050
Bi 0.859 0.887 0.831 0.896
5o - - 0.144 -

i - - 0.483 0.060
Skew (1) - - 0.938 -
Shape (v) - 4.684 4257 4.044
LogLik 7373.423 7451.621 7501.022 7437.490
AIC ~11.888 ~12.012 ~12.087 ~11.988
BIC ~11.850 ~11.971 ~12.033 ~11.942

Tabela 7. prezentuje istotno$¢ estymowanych parametréw modeli zgodnie z nastgpujaca kon-

wencja oznaczen poziomow istotnosci statystyczne;j:

o *¥* _jstotno$¢ na poziomie 1% (p < 0,01),
o ** _ istotno$¢ na poziomie 5% (p < 0,05),

* —istotno$¢ na poziomie 10% (p < 0,10),

brak symbolu — brak istotno$ci (p > 0,10),

e ,——" — parametr nie wystgpuje w danej specyfikacji modelu.
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Tabela 7: Istotno$¢ parametréw estymowanych w modelach GARCH (na podstawie testu t-

studenta)
Parametr sGARCH(1,1),norm sGARCH(1,1),std eGARCH(1,2),sstd gjrGARCH(1,1)
/.l skeokesk skksk skeksk skkesk
AR(1) otk
MA(1) ok
w skeksk
ay skskok skskek sksk skskek
ﬁl skeskesk skksk skeksk skksk
Bz _ _ skksk _
Y1 — _ skekesk skkosk
Skew (1) - - ok _
Shape (V) _ sksksk skkk skkosk

Tabela 8 prezentuje wyniki testéw diagnostycznych, w tym testu stabilnosci parametréw opar-
tego na statystyce Nybloma (1989). Test ten stuzy do oceny hipotezy zerowej o stabilnosci pa-
rametrOw w czasie. Statystyka testowa porownywana jest z wartosciami krytycznymi z rozktadu
asymptotycznego (1% - 1.93; 5% - 1.52; 10% - 1.34).

Jesli warto$C statystyki przekracza warto$¢ krytyczna, hipoteza o stabilnoSci parametréw zo-
staje odrzucona.

W badanym przypadku model EGARCH(1,2) z rozktadem sko$nym t-Studenta osiagnat war-
tos¢ statystyki stabilno$ci rowna 4.46, co przekracza prég istotnosci 1%. Cho¢ formalnie oznacza
to brak stabilnosci parametrow, model ten wciaz wykazuje znaczng przewage empiryczng nad po-
zostatymi specyfikacjami, ktére uzyskaty jeszcze wyzsze statystyki testowe (przekraczajace 400),
jednoznacznie dyskwalifikujace je jako niestabilne.

Z tego wzgledu, pomimo niespetnienia formalnego warunku stabilnosci, model EGARCH(1,2)
zostal wybrany jako optymalna struktura opisujaca zmienno$¢ portfela konserwatywnego — za-
rowno pod wzgledem dopasowania, jak i przejscia testoéw diagnostycznych zwigzanych z resztami
oraz struktura warunkowej wariancji.

Zastanowienie moze budzi¢ obecnos¢ autokorelacji w modelu, sugerowana wstepnie przez wy-
niki testu Ljunga—Boxa na standaryzowanych resztach, domyslnie implementowanego w pakiecie
rugarch jako tzw. wazony test Ljunga—Boxa (Weighted Ljung—Box Test). Ze wzgledu na ograni-
czong przejrzystosc¢ interpretacyjng tej wersji testu, autor zdecydowat si¢ przeprowadzi¢ klasyczna,
niewazong wersj¢ testu Ljunga—Boxa na standaryzowanych resztach, wykorzystujac 14 op6Zniefi.

Wyniki przeprowadzonego testu wskazuja, ze statystyka testowa wyniosta y? = 17,8432 przy
14 stopniach swobody, a odpowiadajaca jej wartoS¢ p byta réwna 0,214. Poniewaz warto$¢ ta

znaczaco przekracza konwencjonalne poziomy istotnosci, nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy
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zerowej o braku autokorelacji w resztach.
W zwiazku z tym autor uznaje, ze model EGARCH(1,2) z rozktadem skoSnym t-Studenta spet-
nia wymogi poprawnej specyfikacji réwniez pod wzglgdem struktury reszt, a zastosowana specyfi-

kacja nie wymaga dalszych korekt w tym zakresie.

Tabela 8: Testy diagnostyczne modeli GARCH dla portfela konserwatywnego

Statystyka SGARCH-norm sGARCH-std eGARCH-sstd gjrGARCH-std
ARCH LM (p-val) 0.1610 0.0046 0.3197 0.0392
Ljung-Box reszty [14] 0.0292 0.0000 5.3e-08 0.0000
Ljung-Box kw. reszt [5] 0.0139 2.7e-05 0.8296 0.0007
Sign Bias (p-val) 0.8537 0.7521 0.5850 0.9406
Neg. Sign Bias (p-val) 0.0035 7.1e-05 0.3403 0.0013
Pos. Sign Bias (p-val) 0.7374 0.9783 0.6980 0.6931
Joint Bias Test (p-val) 0.0140 0.0004 0.7866 0.0074
Stabilno$¢ (joint stat.) 431.72 439.85 4.46 436.37
Pearson GoF (p-val, g=30) 1.7e-06 0.0045 0.7180 2.0e-08

3.5 Estymacja modelu MS-EGARCH dla portfela konserwatywnego

Jak wykazano w poprzednim podrozdziale, sposréd analizowanych modeli najlepiej do danych
portfela konserwatywnego dopasowat si¢ model EGARCH(1,2) z rozktadem skoSnym t-Studenta.
Zasadniczym celem dalszej czg$ci badania jest jednak ocena, czy wprowadzenie mechanizmu prze-
faczania reziméw, charakterystycznego dla modeli Markov-Switching, moze prowadzi¢ do po-
prawy jakos$ci prognozowanych miar ryzyka. W tym celu niezbgdne jest oszacowanie modelu MS-
EGARCH, ktéry pozwala na uwzglednienie zmian rezimu w dynamice zmiennosci. Autor zdecydo-
wal si¢ takze na zmiang rozktadu sstd na zwykty rozktad t-studenta, jako ze model z tym rozktadem
osiagnal nizsze wartoSci kryteriéw informacyjnych.

W praktyce implementacyjnej napotkano jednak istotne ograniczenia techniczne. Popularny
pakiet MSGARCH w jezyku R, wykorzystywany do estymacji modeli GARCH z przetaczaniem
Markowa, umozliwia zmiang¢ specyfikacji modelu wariancji (np. na EGARCH, GJR-GARCH lub
APARCH), jednak ogranicza struktur¢ modelu GARCH wytacznie do postaci (1,1). Ponadto pa-
kiet nie oferuje mozliwosci jednoczesnej estymacji sktadnikow ARMA w réwnaniu Sredniej oraz
sktadnikéw wariancji warunkowej. Oznacza to, ze mechanizm przelaczania moze by¢ zaimplemen-
towany wylacznie w procesie wariancji, natomiast warto$¢ oczekiwana musi zosta¢ oszacowana
niezaleznie.

W zwiazku z powyzszym zdecydowano si¢ na zastosowanie procedury estymacji dwustopnio-
wej. W pierwszym kroku wyestymowano model ARMA(3,2) dla sktadnika Sredniej, zgodnie z
wynikami przedstawionymi we wczesniejszych czesSciach analizy. W drugim kroku, na podstawie

uzyskanych reszt, oszacowano model MS-EGARCH(1,1), co wiazalo si¢ réwniez z uproszczeniem
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liczby parametréw beta do jednego.

Tabela 9 przedstawia wyniki estymacji modelu MS-EGARCH(1,1) z rozktadem t-Studenta dla
portfela konserwatywnego. Wszystkie oszacowane parametry sg istotne statystycznie, co potwier-
dzono w Tabeli 10, prezentujacej poziomy istotnos$ci przyjete zgodnie z konwencja opisang wcze-
Snie;j.

Model zaktada istnienie dwoch odmiennych reziméw zmiennoSci, z ktérych kazdy charakte-
ryzuje si¢ odrgbng dynamika warunkowej wariancji. W pierwszym rezimie obserwuje si¢ umiar-
kowang reaktywno$¢ zmiennosci na nowe informacje. Parametr asymetrii a; = 0,0085 przyjmuje
niska, dodatnig warto$¢, natomiast efekt szoku (parametr @, = 0,0268) réwniez pozostaje na umiar-
kowanym poziomie. Wysoka warto$¢ parametru 8 = 0,9608 wskazuje na duza trwalos¢ procesow
zmiennoSci, za$ parametr rozktadu t-Studenta v = 5, 8237 sugeruje stosunkowo ciefisze ogony roz-
ktadu i mniejsza czgsto$¢ obserwacji ekstremalnych.

W drugim rezimie dynamika zmiennos$ci ulega istotnej zmianie. Warto$¢ parametru asymetrii
wzrasta do a1 = 0,4252 , a efekt szoku przyjmuje ujemna warto$¢ ap = —0, 1322, Taka struktura
moze sugerowac asymetryczng reakcje rynku, polegajaca na silniejszym tlumieniu pozytywnych
wstrzasow lub silniejszym wzro$cie zmiennosci po negatywnych informacjach. Trwatos¢ procesu
pozostaje wysoka (8 = 0,9559), natomiast warto$¢ parametru v = 5,2126 wskazuje na grubsze

ogony, czyli wigksze prawdopodobienstwo wystapienia ekstremalnych obserwacji w tym rezimie.

Tabela 9: Estymacja parametréw modelu MS-eGARCH(1,1) dla portfela konserwatywnego
Parametr Rezim1 Rezim 2

o —-0.6853 -0.6200
a) 0.0085 0.4252
o) 0.0268 -0.1322
B 0.9608 0.9559
v 5.8237 5.2126

Tabela 10: Istotnos$¢ estymowanych parametrow w modelu MS-eGARCH(1,1) dla portfela konser-
watywnego

Parametr Rezim1 Rezim 2

g ek sk
aq * skskosk
an ek ks
ﬁ ke skskosk
v dekeok sk
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Tabela 11: Macierz przej$cia dla modelu MS-eGARCH(1,1) dla portfela konserwatywnego
Przejscie do stanu 1  Przejscie do stanu 2
Z rezimu 1 0.9847 0.0153
Z rezimu 2 0.0025 0.9975

Macierz przejScia widoczna w tabeli 11. wskazuje na wysoka trwato$¢ obu reziméw — prawdo-
podobienstwo pozostania w rezimie 1 wynosi 98,47%, a w rezimie 2 az 99,75%. Niskie prawdo-
podobieristwa przej$¢ migdzy rezimami (P, = 0,0153 1 P,—,; = 0,0025) potwierdzaja, ze model
skutecznie wyodrebnia wzglednie stabilne fazy rynku o odmiennych charakterystykach zmienno-

Sci.

Tabela 12: Prawdopodobienistwa stacjonarne dla modelu MS-eGARCH(1,1)
Stan Prawdopodobienstwo
1 0.1398
2 0.8602

Obliczone prawdopodobienistwa stacjonarne (13,98% dla rezimu 1 oraz 86,02% dla rezimu 2)
informuja, ze model oczekuje, iz w dlugim okresie portfel konserwatywny bedzie znajdowac si¢
gléwnie w rezimie drugim. W kontekscie wczesniejszej analizy parametrow, rezim ten charaktery-
zowat si¢ silng asymetria 1 bardziej leptokurtycznym rozktadem (nizszym parametrem v), co moze

odpowiadaé okresom wigkszego ryzyka lub napigcia rynkowego.

Tabela 13: Kryteria informacyjne dla modelu MS-eGARCH(1,1)

Wskaznik Wartos¢
Log-likelihood  7504.0794
AIC —14984.1588
BIC —14922.6940

Wysoka warto$¢ funkcji wiarygodnosci (Log-likelihood = 7504,08) oraz bardzo niskie wartosci
kryteriow informacyjnych (AIC = -14984,16, BIC = -14922,69) wskazuja na dobra jakos¢ dopa-
sowania modelu do danych. Nalezy jednak podkresli¢, ze wartoSci AIC i BIC nalezy interpretowaé
wzglednie. W literaturze wskazuje sig, ze bezposrednie porownywanie wartosci AIC/BIC migdzy
modelami o odmiennych strukturach (np. migdzy standardowymi modelami GARCH a modelami
Markov-switching GARCH) moze prowadzi¢ do mylacych wnioskéw, jesli nie uwzgledni sig réz-
nic w liczbie parametréw, sposobie estymacji oraz liczbie stanéw ukrytych (Haas et al., 2004 oraz
Burnham i Anderson, 2002). Dlatego poréwnan takich nalezy dokonywaé ostroznie, a najlepiej

ograniczy¢ je do modeli o tej samej klasie i analogicznej konstrukcji.
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3.6 Estymacja modeli typu GARCH dla portfela agresywnego

Wzorujac si¢ na dobrych wynikach uzyskanych dla modelu eGARCH z rozktadem sko$nym t-
Studenta dla portfela konserwatywnego, wszystkie specyfikacje prezentowane w tabeli 14. oszaco-

wano z zatozeniem rozktadu skosnego t-Studenta dla sktadnika losowego.

Tabela 14: Estymacja parametrow modeli GARCH dla portfela agresywnego
Parametr sGARCH(1,1) eGARCH(I,1) grGARCH(I,1) eGARCH(1,2)

U 0.000311 —0.000035 0.000134 0.000031
AR(1) 0.072 0.085 0.085 0.081
AR(2) —-0.034 -0.015 -0.019 -
AR(3) -0.042 -0.025 —-0.040 -
AR(4) -0.010 0.010 0.002 -
AR(S) 0.040 0.069 0.056 -

w 0.000001 -0.122 0.000001 -0.163
al 0.0859 -0.143 0.0000 -0.184
(0%) - - - -

B 0.908 0.987 0.913 0.611
B> - - - 0.372
Y1 - 0.083 0.152 0.121
Skew (4) 0.901 0.881 0.895 0.889
Shape (v) 4.596 5.245 4971 5.431
LogLik 4379.641 4409.869 4398.470 4405.877
AIC -7.0919 =7.1394 -7.1209 =7.1378
BIC —7.0463 —7.0896 -7.0711 =7.1004

Tabela 15: Istotno$¢ parametréw estymowanych w modelach GARCH dla portfela agresywnego
(na podstawie testu t-studenta)
Parametr sGARCH(1,1) eGARCH(1,1) gjrGARCH(1,1) eGARCH(1,2)

U *

AR(1) ok * sk sk
AR(2) -

AR(3) -

AR(4) _

AR(5) * -

w kekok Hksk
ay ksksk skskosk kksk
an - - - -

ﬂl kskosk skskosk skskeok skksk
ﬂz _ _ _ seskok
021 _ skskosk kskosk ksksk
Skew %)) okok sokok koK seskok
Shape (V) kskosk kskosk skskok Hsksk

Najlepsze dopasowanie wedtug kryteriow AIC i1 BIC osiagnigto dla modeli eGARCH(1,1) oraz
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eGARCH(1,2), ktére charakteryzujg si¢ takze wysoka wartoscia log-likelihood. Modele r6znig si¢
pod wzgledem obecnosci efektu asymetrii (1) oraz zastosowanego rzedu w czgsci Sredniej (AR).
Parametry rozktadu pozostajq istotne we wszystkich przypadkach.

Tabela 15 wskazuje, ze wigkszo$¢ parametrow modeli — w tym parametry wariancji, skoSnosci
1 kurtozy — jest statystycznie istotna na poziomie 1% lub 5%. Wyjatki stanowia wybrane parametry

AR oraz dodatkowe sktadniki wariancji w modelu eGARCH(1,2), ktére nie uzyskaty istotnosci.

Tabela 16: Testy diagnostyczne modeli GARCH dla portfela agresywnego

Statystyka sGARCH(1,1) eGARCH(,1) gjrGARCH(1,1) eGARCH(1,2)
ARCH LM (p-val) 0.030 0.0468 0.4627 0.4128
Ljung-Box reszty [14] 1.18e-11 0.8594 0.9345 0.1547
Ljung-Box kw. reszt [5] 0.2697 0.3977 0.7761 0.4897
Sign Bias (p-val) 0.2133 0.6518 0.0780 0.5164
Neg. Sign Bias (p-val) 0.1176 0.4498 0.8221 0.8804
Pos. Sign Bias (p-val) 0.1409 0.1060 0.1777 0.1743
Joint Bias Test (p-val) 0.0005 0.0469 0.0074 0.1344
Stabilno$¢ (joint stat.) 141.11 3.768 104.54 3.595
Pearson GoF (p-val, g=30) 0.3831 0.3831 0.4190 0.7905

Tabela 16. przedstawia wyniki testow diagnostycznych oceniajacych poprawnos$¢ dopasowa-
nia modeli GARCH dla portfela agresywnego. Sposrdd analizowanych modeli jedynie girGARCH
oraz eGARCH(1,2) nie wykazuja istotnego efektu ARCH. Model eGARCH(1,2) przechodzi po-
zostate testy diagnostyczne, nie wskazujac na istotne problemy ze specyfikacja. Mimo ze model
eGARCH(1,1) osiagnat wyzsza warto$¢ funkcji log-likelihood, to wynik testu ARCH-LM (p =
0,0468) Swiadczy o niewystarczajacym uchwyceniu zmienno$ci, co czyni go mniej wiarygodnym.
Model jest tez mniej stabilny i nie uchwycit poprawnie reakcji zmienno$ci na pozytywne i nega-
tywne szoki (Join Bias test). Z tego wzgledu jako model najlepiej opisujacy zmiennosS¢ portfela

agresywnego autor przyjmuje eGARCH(1,2).

3.7 Estymacja modelu MS-EGARCH dla portfela agresywnego

Dla portfela agresywnego przeprowadzono estymacj¢ modelu MS-EGARCH(1,1) z zalozeniem
rozktadu skosnego t-Studenta dla sktadnika losowego. Ze wzglgdu na ograniczenia implementa-
cyjne pakietu MSGARCH, zastosowano procedurg estymacji dwustopniowej: w pierwszym kroku
oszacowano warto$¢ oczekiwang przy uzyciu modelu AR(1), natomiast w drugim kroku modelo-
wano reszty z wykorzystaniem mechanizmu przetacznikowego w wariancji — zgodnie ze specyfi-
kacja modelu MS-EGARCH.
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Tabela 17: Estymacja parametrow modelu MS-eGARCH(1,1) z rozktadem sstd dla portfela agre-
sywnego

Parametr Rezim1 Rezim 2
g -0.5524 -0.7636
0.0069 0.4494
0.0231 -0.1134
0.9685 0.9450
5.2718 5.4139
0.8839 0.9320

M ™R R
N =

Tabela 17. przedstawia wyniki estymacji modelu MS-eGARCH(1,1) z rozktadem sko$nym t-
Studenta (sstd) dla portfela agresywnego. Parametry wskazuja na istotne roznice migdzy rezimami:
w rezimie 2 obserwuje si¢ wyraznie silniejszy efekt asymetrii (a; = 0,4494) oraz ujemny efekt
szoku (a2 = —0,1134). W obu rezimach utrzymuje si¢ wysoka pami¢é zmiennosci (8 > 0,94) oraz
leptokurtycznosc¢ rozktadu (v = 5,2 —5,4). Parametr skosnosci &€ przyjmuje wartosci ponizej 1, co
wskazuje na przewage lewego ogona, a wigc wigksze prawdopodobienstwo ekstremalnych ujem-

nych stép zwrotu.

Tabela 18: Istotno$¢ estymowanych parametréw w modelu MS-eGARCH(1,1) dla portfela agre-

Sywnego
Parametr Rezim1 Rezim 2
g skskok sksksk
ay £ sksksk
aQ skskesk skekek
ﬁ skskok sksksk
% skskesk skekek
é‘: skskok sksksk

Tabela 19. prezentuje macierz przejsScia dla modelu MS-eGARCH(1,1) dopasowanego do port-
fela agresywnego. Wysokie wartoSci diagonalne (P11 = 0,9870, P> = 0,9964) wskazuja na duza

trwato$¢ obu reziméw oraz rzadkie zmiany stanu, co sugeruje wyrazne rozdzielenie faz rynku.

Tabela 19: Macierz przejScia dla modelu MS-eGARCH(1,1) — portfel agresywny
Przej$cie do stanu 1  PrzejScie do stanu 2
Z rezimu 1 0.9870 0.0130
Z rezimu 2 0.0036 0.9964

Tabela 20. przedstawia prawdopodobiefistwa stacjonarne dla kazdego z reziméw. Zgodnie z
nimi, portfel agresywny przebywa dtugookresowo gléwnie w rezimie 2 (78,45%), ktéry — zgodnie
z wczesniejsza analiza parametrow — moze odpowiada¢ okresom podwyzszonego ryzyka i zmien-
nosci.
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Tabela 20: Prawdopodobienistwa stacjonarne dla modelu MS-eGARCH(1,1)
Stan Prawdopodobienstwo
1 0.2155
2 0.7845

Tabela 21. zawiera warto$ci funkcji wiarygodnosci oraz kryteriéw informacyjnych AIC i BIC.
Wysoka warto$¢ log-likelihood oraz bardzo niskie wartosci AIC i BIC wskazuja na dobre dopaso-

wanie modelu do danych.

Tabela 21: Kryteria informacyjne dla modelu MS-eGARCH(1,1) — portfel agresywny

Wskaznik Wartosc
Log-likelihood = 7498.3542
AIC —14968.7083
BIC —14896.9995

3.8 Backtesting

W kolejnej czgsci analizy przeprowadzono procedure backtestingu w celu pordwnania skuteczno-
$ci modeli GARCH oraz ich rozszerzen w postaci modeli z przetaczaniem reziméw Markowa w
prognozowaniu ryzyka. Analiza zostata przeprowadzona niezaleznie dla obu portfeli — konser-
watywnego i1 agresywnego. Kluczowym celem bylo sprawdzenie, czy uwzglgdnienie zmiennosci
reziméw w modelu przynosi poprawe jakoSci prognozowanych miar ryzyka, takich jak Value at
Risk i Expected Shortfall.

Do oszacowania miar ryzyka wykorzystano symulacj¢ Monte Carlo, zgodnie ze schematem
opisanym w czesci teoretycznej. Dane podzielono w proporcji 80:20, gdzie 80% zbioru zostato
wykorzystane do estymacji modeli (zbior treningowy), natomiast pozostate 20% postuzyto do
oceny jakoSci prognoz (zbidr testowy). Zastosowanie metody Monte Carlo umozliwito symulacje
wielu mozliwych trajektorii cenowych, co pozwolito lepiej uchwycic strukturalne zmiany zmienno-
Sci oraz potencjalne skrajne scenariusze rynkowe, szczegdlnie w kontekscie modeli MS-GARCH,
ktére uwzgledniaja losowe przejscia migdzy rezimami.

W analizie przyjeto dwa poziomy istotnosci dla miar ryzyka: 1% oraz 5%. Czas obliczen byt
znaczaco zroznicowany w zaleznoSci od modelu. Dla portfela konserwatywnego estymacja mo-
delu EGARCH(1,2) trwata 491,3 sekundy, natomiast wersja przetacznikowa MS-EGARCH(1,1)
wymagata 4166,25 sekundy. Jeszcze wigksze réznice zaobserwowano dla portfela agresywnego,
gdzie model EGARCH(1,1) zostat oszacowany w 232 sekundy, natomiast jego wersja z przelacza-
niem rezimow wymagata az 7317,33 sekundy obliczen.

Warto zaznaczy¢, ze model MS-EGARCH(1,1) dla portfela agresywnego sprawit istotne trud-

nosci numeryczne. W szczeg6lnosci, estymowane wartoSci miary Expected Shortfall byty znaczaco
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zanizone, co prowadzito do wynikéw backtestingu pozostajacych w wyraZznej sprzecznosci z intu-
icja ekonomiczng i realiami rynkowymi. Z tego wzgledu autor zdecydowal si¢ na zastosowanie
alternatywnego podejscia: dla modelu MS-EGARCH(1,1) oszacowano miarg ES przy uzyciu me-
tody parametrycznej, co umozliwilo uzyskanie stabilnych i wiarygodnych wynikéw dla dalszego
poréwnania modeli pod wzgledem jakoSci prognoz ryzyka.

Tabela 22. pokazuje wyniki testow Kupca i Christoffersena przy podziale danych treningo-
wych i testowych w proporcji 80/20. Wyniki wskazuja, ze tylko model eGARCH(1,1) dla portfela
konserwatywnego przechodzi oba testy dla poziomu istotnosci 1% oraz mniej przekonujaco dla
poziomu 5%, co Swiadczy o zgodnosSci modelowanej czgstosci przekroczen z rzeczywista. Modele
MS-eGARCH nie moga by¢ formalnie przetestowane, gdy liczba przekroczefi wynosi zero, przez
co testy nie sg obliczane. Wyjatkiem jest MS-eGARCH z jednym przekroczeniem.

Tabela 22: Wyniki testoéw Kupca i Christoffersena dla VaR - (trening/test = 0,8)

Model Poziom Przekroczenia Oczekiwane Kupiec (p) Christ. (p)
EGARCH (kons) 1% 1 2.00 0.2831 0.5598
EGARCH (kons) 5% 19 12.00 0.0735 0.1834
MS-eGARCH (kons) 1% 0 2.48 - -
MS-eGARCH (kons) 5% 1 12.00 0.000019 0.0001
EGARCH (agres) 1% 0 2.47 - -
EGARCH (agres) 5% 3 12.00 0.0011 0.0049
MS-eGARCH (agres) 1% 0 2.47 - -
MS-eGARCH (agres) 5% 0 12.35 - -

Z racji, ze modele MS-eGARCH poradzity sobie nie najlepiej, zdecydowanie przeszacowujac
ryzyko oraz ze byly bardzo kosztowne obliczeniowo, autor postanowit wydtuzy¢ okno do backte-
stingu i przeprowadzié¢ ponownie estymacje dla modeli eGARCH, aby zobaczy¢ czy poprawi to ich
moc prognostyczna.

Tabela 23., oparta na podziale 60/40, wskazuje na istotne niedoszacowanie ryzyka przez model
eGARCH dla portfela konserwatywnego — zaréwno test Kupca, jak 1 Christoffersena jednoznacz-
nie odrzucaja poprawnos¢ oszacowan (p < 0.01). Dla portfela agresywnego sytuacja wyglada lepiej
— p-values przekraczaja 0.05, co oznacza brak podstaw do odrzucenia hipotezy o poprawnosci

prognozowanego VaR.

Tabela 23: Wyniki testéw Kupca i Christoffersena dla VaR - (proporcja trening/test = 0.6)

Model Poziom Przekroczenia Oczekiwane Kupiec (p) Christ. (p)
EGARCH (kons) 1% 46 4.00 0.0000 0.0000
EGARCH (kons) 5% 77 24.00 0.0000 0.0000
EGARCH (agres) 1% 7 4.00 0.3781 0.6130
EGARCH (agres) 5% 29 24.00 0.3813 0.1832
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Tabela 24: Wyniki testu Acerbiego—Szekelyego dla Expected Shortfall - (trening/test = 0,8)

Model Poziom Liczba obs. Sredni Score p-value
EGARCH (kons) 1% 248 -0.0620 1.000
EGARCH (kons) 5% 248 —-0.0088 1.000
MS-eGARCH (kons) 1% 248 -0.1937 1.000
MS-eGARCH (kons) 5% 248 -0.0289 1.000
EGARCH (agres) 1% 247 -0.6932 1.000
EGARCH (agres) 5% 247 -0.1129 1.000

Tabela 25: Wyniki testu Acerbiego—Szekelyego dla Expected Shortfall - (trening/test = 0,6)

Model Poziom Liczba obs. Sredni Score p-value
EGARCH (kons) 1% 496 —-0.0508 1.000
EGARCH (kons) 5% 496 —-0.0055 1.000
EGARCH (agres) 1% 493 —0.6831 1.000
EGARCH (agres) 5% 493 -0.1050 1.000

Wyniki zaprezentowane w tabelach 24 i 25 wskazuja, ze zaden z estymowanych modeli nie
zostal odrzucony w tescie Acerbiego—Szekelyego, niezaleznie od przyjetej proporcji zbioru trenin-
gowego do testowego (0.8 lub 0.6). Wszystkie wartoSci p-value sa réwne 1, a uzyskane $rednie
wartoS$ci funkcji scoringowej maja znak ujemny.

Nalezy jednak zaznaczy¢, ze taka interpretacja wynika ze specyfiki samego testu, ktérego kon-
strukcja zostata opracowana z mysla o wykrywaniu niedoszacowania ryzyka (czyli sytuacji, w kto-
rych rzeczywiste straty przekraczaja prognozowany Expected Shortfall). Ujemne wartosci funkcji
scoringowej oznaczaja natomiast, ze prognozowany ES przewyzszat faktycznie zrealizowane straty
— a wigc ryzyko zostato przeszacowane. W takiej sytuacji test nie ma sily, by odrzuci¢ hipotezg
zerowa, poniewaz jego konstrukcja penalizuje jedynie zbyt konserwatywne prognozy w ograniczo-
nym zakresie.

Zatem, cho¢ formalnie wszystkie modele ,,przechodzg” test Acerbiego—Szekelyego, uzyskane
wyniki nalezy interpretowac ostroznie. Wysoka zgodno$¢ z hipoteza zerowa moze nie oznaczad

trafnosci predykcji, lecz wynikac z faktu, ze modele byly nadmiernie ostrozne w estymacji ryzyka.

Whnioski i zakonczenie

Celem niniejszej pracy byta empiryczna ocena skutecznosci modeli typu GARCH oraz Markov-
Switching GARCH w prognozowaniu ryzyka dla dwoch portfeli inwestycyjnych o odmiennych
charakterystykach: konserwatywnego i agresywnego. W tym celu estymowano odpowiednie mo-
dele dla skalarnego szeregu czasowego kazdego portfela, a nastgpnie przeprowadzono procedury

backtestingu miar ryzyka Value at Risk oraz Expected Shortfall.
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Modele zostaty najpierw poddane standardowej diagnostyce ekonometrycznej, ktéra wykazata
poprawnos¢ ich dopasowania do danych w sensie teoretycznym. Celem testow backtestingu byto
zweryfikowanie, czy deklarowana jakoS¢ modeli znajduje odzwierciedlenie w praktyce.

Wyniki empiryczne wskazuja jednoznacznie, ze modele EGARCH znaczaco przewyzszaja swoje
przetacznikowe odpowiedniki pod wzgledem skutecznosci prognozowania miar ryzyka. Dla port-
fela konserwatywnego model EGARCH poprawnie prognozowat warto$¢ VaR przy poziomie istot-
nosci 1%, przechodzac zaréwno test Kupca, jak i Christoffersena. Przy wyzszym poziomie istot-
nosci (5%) trafno$¢ predykcji ulegta ostabieniu, jednak model nadal przechodzit formalne testy
prognostyczne. Mozna zatem stwierdzi¢, ze model EGARCH jest odpowiedni do prognozowania
ryzyka dla portfeli o niskiej zmiennosci w typowym uktadzie backtestingu (z podzialem danych
80:20).

W przypadku portfela agresywnego model EGARCH wykazywat jednak tendencj¢ do przesza-
cowywania ryzyka, co skutkowato zbyt konserwatywnymi prognozami VaR. Zjawisko to mozna
interpretowac jako ,,nadmierng ostrozno$¢” modelu wobec wysokiej zmienno$ci danych — model
niejako ,,przestraszony” dynamika szeregu generuje zbyt wysokie wartoSci prognozowanych strat.
Wprowadzenie mechanizmu przetaczania reziméw w modelach MS-EGARCH dodatkowo spote-
gowalo to zjawisko. Modele te czgsto nie generowaly zadnych przekroczen progowego poziomu
VaR, co uniemozliwito przeprowadzenie testow backtestingu 1 wskazuje na skrajng konserwatyw-
nos$¢ tych konstrukcji. W praktyce modele MS-GARCH w analizowanej postaci nie nadaja si¢ do
prognozowania VaR, szczeg6lnie w krétszych horyzontach estymacyjnych.

Wydtuzenie okna testowego (do 40%, czyli podziatu 60:40) zmienito wyniki: modele EGARCH
przestaty radzi€ sobie dobrze w przypadku portfela konserwatywnego, natomiast zaczety skutecz-
nie przechodzi¢ testy dla portfela agresywnego. Wynik ten sugeruje, ze dobdr dlugosci okna te-
stowego wptywa na trafnos$¢ prognoz, przy czym krétsze okna lepiej sprawdzaja si¢ w warunkach
niskiej zmiennoSci, a dluzsze — w przypadku danych o wyzszej dynamice i1 wigkszej czestosci eks-
tremalnych obserwacji.

Autor przeprowadzit réwniez rzadziej spotykana procedurg backtestingu dla Expected Short-
fall, wykorzystujac test Acerbiego—Székely’ego (2014). Wyniki tych testow okazaly si¢ jednak
mato informacyjne. Wszystkie modele wykazywaty przeszacowanie ryzyka, co skutkowato ujem-
nymi warto$ciami funkcji scoringowej i brakiem podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej. Wynika
to z konstrukcji testu, ktéry penalizuje wylacznie niedoszacowanie ryzyka. W efekcie, w obecnym
ksztalcie nie umozliwia on poréwnywania modeli w przypadku systematycznego przeszacowy-
wania ES. W przysztych badaniach warto rozwazy¢ zastosowanie testéw umozliwiajacych analizg
przeszacowania — przyktadem moga by¢ prace Fisslera i Ziegela (2016, 2019), oparte na metodzie
ridge regression 1 uwzgledniajace asymetri¢ w funkcji scoringowej.

Nalezy rowniez wskazaé istotne ograniczenia badania. Po pierwsze, estymacja modeli MS-
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GARCH miata charakter dwukrokowy, tj. warto$¢ oczekiwana i wariancja byly estymowane nie-
zaleznie. Pelna estymacja taczna, uwzgledniajaca ARMA oraz GARCH w jednym modelu z prze-
taczaniem, moglaby przynies¢ inne wyniki, jednak nie jest obecnie mozliwa przy uzyciu pakietu
MSGARCH. Dodatkowo, pakiet ten nie umozliwia estymacji modeli GARCH o rz¢dach innych niz
(1,1), co ogranicza elastycznoS¢ analizy. Istotnym uproszczeniem bylo réwniez sprowadzenie da-
nych do postaci skalarnego szeregu czasowego, co wykluczyto analize wspéizaleznoSci pomigdzy
funduszami. Rozwinigciem badania mogloby by¢ zatem wykorzystanie wielowymiarowych modeli
GARCH, a takze ich odpowiednikéw z przetaczaniem rezimow.

Mimo wspomnianych ograniczen, uzyskane wyniki sg spdjne i pozwalaja sformutowaé jed-
noznaczny wniosek: hipoteza badawcza o wyzszej skutecznosci modeli MS-GARCH wzgle-
dem klasycznych modeli GARCH w prognozowaniu ryzyka dla portfeli funduszy zostaje od-
rzucona. Modele Markov-Switching GARCH, w obecnej postaci implementacyjnej, nie wykazuja
przewagi nad klasycznymi modelami GARCH w zakresie szacowania miar ryzyka, takich jak Value
at Risk oraz Expected Shortfall, dla portfeli funduszy inwestycyjnych o charakterystyce konserwa-

tywnej 1 agresywne;j.
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Streszczenie

Celem niniejszej pracy byla empiryczna ocena efektywnoSci modeli klasy GARCH oraz ich
rozszerzen w poréwnaniu do modeli Markov-Switching GARCH w prognozowaniu miar ryzyka,
takich jak Value at Risk oraz Expected Shortfall, dla dwéch zagregowanych portfeli funduszy in-
westycyjnych: konserwatywnego i agresywnego. Analiza zostala przeprowadzona na danych z pol-
skiego rynku finansowego, z wykorzystaniem procedury rolling window oraz symulacji Monte
Carlo.

Pomimo teoretycznych przestanek sugerujacych wyzszo$¢ modeli MS-eGARCH wynikajaca
z mozliwosci uwzgledniania zmian reziméw zmienno$ci, uzyskane wyniki wskazuja, ze to kla-
syczne modele eGARCH — w szczegblnosci eGARCH(1,2) — zapewnity lepsze dopasowanie do
danych empirycznych oraz trafniejsze prognozy ryzyka. Testy backtestingu potwierdzity zgodnos¢
prognozowanych warto$ci VaR z rzeczywistymi realizacjami.

Z kolei zastosowanie testu Acerbiego—Székely’ego nie pozwolito na jednoznaczna oceng sku-
teczno$ci prognozowania miary Expected Shortfall, co wynika z konstrukcji testu skoncentrowane;j
na niedoszacowaniu ryzyka, podczas gdy analizowane modele wykazywaly raczej tendencje do
jego przeszacowywania. Uzyskane wyniki sugeruja, ze zaréwno modele GARCH, jak i ich prze-
tacznikowe odpowiedniki maja wrodzona sktonnos¢ do konserwatywnej oceny ryzyka.

Przeprowadzona analiza podkresla znaczenie empirycznej weryfikacji stosowanych modeli oraz
konieczno$¢ ostroznego wdrazania zaawansowanych narzgdzi prognostycznych w praktyce zarza-
dzania ryzykiem, zwlaszcza w kontekscie funduszy inwestycyjnych funkcjonujacych w warunkach

zmiennej koniunktury rynkowe;.
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