Optymalizacja portfelowa Markowitza z
ograniczeniem kardynalnosci

Jakub Mikotajczak Mikotaj Biatoskorski Kinga Gtodz
4 czerwca 2026

Streszczenie

Raport dotyczy problemu optymalizacji portfelowej Markowitza z ograniczeniem
kardynalnosci, w ktérym oprocz doboru wag portfela konieczny jest wybor ograni-
czonej liczby aktywoéw. Dodanie tego warunku powoduje utrate wypuktosci zbioru
dopuszczalnego i nadaje problemowi charakter kombinatoryczny. W pracy zasto-
sowano trzy samodzielnie zaimplementowane metaheurystyki: symulowane wyzarza-
nie, algorytm genetyczny oraz algorytm roju czastek. Dane wejsciowe maja charakter
syntetyczny i zostaly wygenerowane z wykorzystaniem procesu GARCH(1,1), a funk-
cja celu jest oceniana jako $rednia wariancja portfela po scenariuszach Monte Carlo.
Wyniki poréwnano pod wzgledem jakosci funkeji celu, stabilnosci, czasu dziatania
oraz dywersyfikacji uzyskanych portfeli.
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1 Wstep

Optymalizacja portfelowa jest jednym z podstawowych zagadnien finanséow ilo§ciowych.
Jej celem jest wyznaczenie takich udziatow aktywow w portfelu, aby uzyskaé¢ akceptowalny
kompromis miedzy oczekiwana stopa zwrotu a ryzykiem. Punktem wyjscia jest klasyczny
model Markowitza, w ktorym ryzyko jest mierzone wariancja portfela, a oczekiwany zwrot
jest liniowa funkcja wag.

Wariancja pelni role funkcji celu, poniewaz opisuje rozproszenie stop zwrotu portfela
wokot wartosci oczekiwanej. Minimalizacja wariancji przy zadanym minimalnym zwro-
cie prowadzi do portfeli o mozliwie niskim poziomie ryzyka. Bez dodatkowych ograni-
czen problem ma postaé¢ wypuktego programu kwadratowego, poniewaz funkcja celu jest
kwadratowa, a ograniczenia dotyczace sumy wag, nieujemnosci i minimalnego zwrotu sa
liniowe.

W praktycznych zastosowaniach czesto wymaga sie jednak, aby portfel zawierat ogra-
niczong liczbe aktywow. Taki warunek zwieksza przejrzystoéé portfela, ogranicza koszty
transakcyjne i ulatwia zarzadzanie pozycjami. Formalnie oznacza to wprowadzenie ogra-
niczenia kardynalnosci ||wllp < A, gdzie A jest maksymalna liczba aktywow o niezerowych
wagach. Warunek ten wymusza dyskretna decyzje o wyborze podzbioru aktywow, przez
co problem traci wypuktosé i staje sie kombinatoryczny. Z tego powodu uzasadnione jest
zastosowanie metaheurystyk, ktore nie wymagaja wypuktosci zbioru dopuszczalnego.

2 Cel projektu

Celem projektu jest rozwiazanie problemu minimalizacji ryzyka portfela Markowitza z
ograniczeniem kardynalnosci w warunkach syntetycznych danych generowanych stocha-
stycznie. Ze wzgledu na losowy charakter procesu generujacego dane analizowany jest
pakiet scenariuszy Monte Carlo. Dla kazdego scenariusza wyznaczana jest macierz kowa-
riancji oraz wektor oczekiwanych stop zwrotu, natomiast funkcja celu jest definiowana
jako $rednia wariancja portfela po wszystkich scenariuszach.

Cele szczegodtowe obejmuja wygenerowanie syntetycznych szeregéw czasowych dla wielu
scenariuszy, oszacowanie parametrow portfela w kazdym scenariuszu, poréwnanie trzech
metaheurystyk, ocene stabilnosci wynikéw miedzy powtorzeniami, analize czasu dziatania
oraz zbadanie dywersyfikacji otrzymanych portfeli. Istotnym elementem jest rowniez wa-
lidacja ograniczen: sumy wag, braku krotkiej sprzedazy, ograniczenia kardynalnosci oraz
minimalnej oczekiwanej stopy zwrotu.

3 Klasyczny model Markowitza

Niech w = (wy,...,wy)" oznacza wektor wag portfela, g = (uy,...,un)" wektor ocze-
kiwanych stop zwrotu, a ¥ = [oy;] macierz kowariancji stop zwrotu. Oczekiwana stopa
zwrotu portfela wynosi

pp = [t w,
natomiast wariancja portfela jest dana wzorem

a; =w' Sw.



Funkcja celu jest kwadratowa, poniewaz

N N
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w 2w = O W W
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Najwyzszy stopient zmiennych decyzyjnych w; wynosi dwa.
Klasyczny problem minimalizacji wariancji przy minimalnym zwrocie mozna zapisa¢
jako
min w' Yw
w

przy ograniczeniach
N
plwzr, Y wi=1  w>0.
i=1

Jezeli X > 0, funkcja celu jest wypukta. W potaczeniu z liniowymi ograniczeniami daje to
wypukly problem programowania kwadratowego, ktory mozna rozwiazywaé klasycznymi
metodami optymalizacji wypuktej.

4 Problem z ograniczeniem kardynalnos$ci
W analizowanym zadaniu dodaje si¢ warunek
[wllo < A,

gdzie [|wl|p oznacza liczbe niezerowych elementéw wektora wag, a A jest maksymalng
dopuszczalna liczbg aktywéw w portfelu. Pelny problem ma postaé

min w' Yw
w

przy ograniczeniach
N
pwhw >, Zwi =1, w; > 0, [wllo < A.
i=1

Utrata wypuktosci jest widoczna juz dla A = 1. Portfel inwestujacy catosé¢ srodkow
w pierwsze aktywo oraz portfel inwestujacy catosé¢ srodkéw w drugie aktywo spetniaja
ograniczenie kardynalnosci. Ich $rednia, czyli portfel o wagach (1/2,1/2), zawiera jednak
dwa aktywa i narusza warunek dla A = 1. Oznacza to, ze zbidr dopuszczalny nie jest
wypukly. Trzeba wiec jednoczesnie wybraé¢ podzbior aktywow oraz dobra¢ ich wagi, co
nadaje problemowi charakter kombinatoryczny.

5 Proces generujacy dane GARCH

Dane maja charakter syntetyczny i sa generowane przy uzyciu wspolnego czynnika ryn-
kowego oraz sktadnikéw losowych specyficznych dla aktywow. Dla scenariusza s, aktywa
¢ i chwili ¢ przyjeto model
() _ L p ()
Tl =i+ bify e



Wspélny czynnik rynkowy ft(s) reprezentuje szok oddzialujacy jednoczesnie na wszystkie
aktywa. Parametr b; opisuje wrazliwo$¢ aktywa na ten czynnik. Sktadnik 65? opisuje
losowa czesé stopy zwrotu specyficzng dla danego aktywa.
Czynnik rynkowy jest generowany jako proces GARCH(1,1):
ft(S) (s) (s)

= Oft%rt

2 2 2
(0])" = wr+ay (J0) + BFARH (of0),)

Analogicznie, sktadnik losowy aktywa spetnia

e = o1y 7y

(Ui(;)>2 — (552)1>2 . BZGAROH <ai(i)1>2 ‘
Wariancja warunkowa opisuje zmienno$¢ w chwili ¢ zalezna od poprzedniego szoku i po-
przedniej wariancji. Parametr w odpowiada za poziom bazowy wariancji, o za reakcje
na ostatni szok, a B9CH za trwalosé zmiennosci. Warunek a + fEARCH < 1 zapewnia
stacjonarno$é¢ kowariancyjna procesu. Przyjeta zmiennosé bezwarunkowa oznacza poziom
zmiennosci implikowany przez parametry procesu:

w
1 — a — BGARCH"

Var(e;) =

Innowacje sa losowane z rozktadu t-Studenta i standaryzowane do wariancji réwnej jeden,
co pozwala uwzglednié ciezsze ogony niz w rozktadzie normalnym.

Tabela 1: Parametry procesu GARCH. Przyjeta zmiennosé bezwarunkowa oznacza poziom
zmiennosci wynikajacy z parametrow procesu GARCH(1,1).

Klasa Przyj. zm. bez. w a BEARCH T, akt.
Czynnik rynkowy  0.0065 8.450e-07 0.0700 0.9100 1
Agresywne 0.0153 5.912e-06 0.0750 0.9000 10
Konserwatywne 0.0052 6.711e-07 0.0750 0.9000 10
Zréwnowazone 0.0091 2.079e-06  0.0750 0.9000 10

6 Wariant Monte Carlo funkcji celu

Scenariusz Monte Carlo oznacza jedna pelna realizacje syntetycznego szeregu czasowego
stop zwrotu. Dla scenariusza s macierz danych oznaczono przez

R(s) c RTXN‘

Dla kazdego scenariusza oblicza sie wektor srednich stoép zwrotu

1 T
(s) — — (s)
w = E Ty
T t=1

oraz macierz kowariancji £ = Cov(R®).



Przy danych stochastycznych ocena portfela na podstawie jednej realizacji mogtaby
by¢ przypadkowa. Dlatego funkcja celu jest definiowana jako $rednia wariancja portfela
po scenariuszach:

S
1 Ty (s)
fuc(w) = E;w E¥w.

Warunek minimalnego oczekiwanego zwrotu ma postac

1 5 T
ZH(S) w > ry.
s=1

|

W implementacji zastosowano funkcje kary za niedobér zwrotu:

S
F(w) = %Z w' B w + A max {0,70 — ﬁTw}2 :
s=1

gdzie @ = S1 ZSSZI p®). Kara zwicksza wartosé funkcji celu portfeli niespelniajacych
warunku zwrotu.

7 Reprezentacja rozwigzania i obsluga ograniczen

Kandydackim rozwiazaniem jest wektor wag w. Metaheurystyki moga generowac portfele z
ujemnymi wagami, suma wag réozng od jednosci, zbyt duzg liczba niezerowych pozycji albo
z niedostatecznym oczekiwanym zwrotem. Z tego powodu po wygenerowaniu kandydata
stosowana jest procedura naprawy.

Procedura naprawy obcina ujemne wagi do zera, pozostawia najwyzej A najwiekszych
wag, zeruje pozostate elementy i normalizuje portfel do sumy jeden. Jest ona wspolna
dla SA, GA i PSO. Roznice miedzy algorytmami dotycza sposobu generowania nowych
kandydatéw, a nie definicji ograniczen ani sposobu oceny portfela.

8 Algorytmy i hiperparametry

Dla kazdego algorytmu przyjeto jeden zestaw hiperparametréow. Algorytmy uruchamiano
wielokrotnie, aby ocenié¢ stabilno$¢ wynikéw wynikajaca z losowej inicjalizacji i losowych
decyzji podczas przeszukiwania. Hiperparametry nie sa strojone w gléwnym eksperymen-
cie.

8.1 Symulowane wyzarzanie

Symulowane wyzarzanie generuje lokalne zaburzenia aktualnego portfela. Lepsze rozwiaza-
nia sg akceptowane bezwarunkowo, natomiast gorsze mogg zosta¢ zaakceptowane z praw-
dopodobienistwem zaleznym od temperatury. Temperatura maleje w kolejnych iteracjach.

8.2 Algorytm genetyczny

Algorytm genetyczny operuje na populacji portfeli. W kazdej generacji stosowana jest
selekcja, krzyzowanie, mutacja i elitaryzm. Po utworzeniu potomstwa stosowana jest
wspoélna procedura naprawy ograniczen.



8.3 Algorytm roju czastek

Algorytm roju czastek aktualizuje pozycje portfeli na podstawie predkosci, najlepszego
potozenia wtasnego czastki oraz najlepszego potozenia catego roju. Po kazdej aktualizacji
pozycja jest naprawiana, aby spelniata ograniczenia portfelowe.

Tabela 2: Hiperparametry algorytmoéow wykorzystane w eksperymencie.

Algorytm Hiperparametr Wartosé Komentarz

SA Liczba iteracji 450 liczba krokow lokalnego przeszukiwania
SA Temperatura poczatkowa 1,00 wartosé poczatkowa harmonogramu chtodzenia
SA Wspotezynnik chlodzenia 0,992 mnoznik temperatury po iteracji

SA Skala zaburzenia 0,12 odchylenie losowej zmiany wag

GA Rozmiar populacji 42 liczba osobnikow w populacji

GA Liczba generacji 60 liczba iteracji ewolucji populacji

GA Prawdopodobieristwo mutacji 0,14 czestosé losowych zmian potomstwa
PSO Liczba czastek 36 rozmiar roju

PSO Liczba iteracji 60 liczba aktualizacji polozen czastek
PSO Bezwladno$é / poznawczy / spoleczny 0,72 / 1,45 / 1,45 parametry rownania ruchu czastki

9 Projekt eksperymentu

Eksperyment sktada sie z nastepujacych etapéw: wygenerowania S scenariuszy danych,
oszacowania ;(*) i ¥ dla kazdego scenariusza, wyboru wartosci A, uruchomienia algo-
rytmow SA, GA i PSO, oceny kandydackich portfeli przez $rednia funkcje celu Monte
Carlo, zastosowania procedury naprawy i walidacji oraz agregacji wynikow.

Tabela 3: Parametry eksperymentu Monte Carlo.

Parametr Wartosé Opis

Liczba scenariuszy 100 liczba niezaleznych scenariuszy Monte Carlo

Dlugosé szeregu 1000 liczba obserwacji w kazdym scenariuszu

Liczba aktywow 30 rozmiar uniwersum inwestycyjnego

Limity kardynalnosci 2, 3, 5, 10, 15 dopuszczalne wartosci parametru A

Powtoérzenia algorytmoéow 5 liczba uruchomien dla kazdej pary algorytm i A

Generator danych czynnik rynkowy i GARCH(1,1) wsp6lny czynnik oraz sktadniki specyficzne dla aktywow

Funkcja celu $rednia wariancja Monte Carlo  wariancja portfela usredniona po scenariuszach z kara za niedobér zwrotu
Minimalny zwrot 1.029e-04 konserwatywny prog oczekiwanej stopy zwrotu portfela

Innowacje t-Studenta, df=6 standaryzowane do wariancji rownej jeden

10 Metryki oceny

Podstawowa metryka jest funkcja celu Monte Carlo:

S
1 T5(s)
fuc(w) = E;w S,

Zmiennosé portfela jest pierwiastkiem z wariancji:

— /o2
Tp =1/0p-

Ma ona te sama jednostke co stopa zwrotu, dlatego jest latwiejsza interpretacyjnie niz
wariancja.



HHI jest wspotcezynnikiem koncentracji portfela:
N

HHI =) w}.
i=1

Wyzsze HHI oznacza wicksza koncentracje, a HHI bliskie jednosci oznacza portfel skon-
centrowany w jednym aktywie. Efektywna liczba aktywow wynosi

1
Nesr = a1

Nie jest to zwykta liczba aktywow w portfelu, poniewaz uwzglednia réwnomiernosé¢ wag.
Portfel z wieloma aktywami, ale jedna dominujaca waga, moze mieé¢ niska efektywna
liczbe aktywow. Stabilnos$¢ oceniana jest przez odchylenie standardowe funkcji celu miedzy
powtorzeniami, a czas dzialania przez sredni czas obliczen dla algorytmu i wartosci A.

11  Wyniki Monte Carlo

Tabela 4: Jakos$¢ rozwiazan: $rednia, najlepsza i najgorsza wartosé funkcji celu oraz od-

chylenie standardowe miedzy powtorzeniami.

A Alg. Sr. cel Najl. cel Najg. cel Odch. std.
2 GA 1.585e-05 1.528e-05 1.622e-05 5.153e-07
2 PSO 1.633e-05 1.528e-05 1.881e-05 1.560e-06
2 SA  1.729e-05 1.530e-05 1.833e-05 1.243e-06
3 GA 1.168e-05 1.154e-05 1.226e-05 3.224e-07
3 PSO 1.280e-05 1.154e-05 1.349e-05 7.390e-07
3 SA  1.302e-05 1.226e-05 1.466e-05 9.708e-07
5 GA  8.809e-06 8.809e-06 8.809e-06 2.090e-13
5 PSO 1.002e-05 9.276e-06 1.088e-05 7.391e-07
5 SA  1.267e-05 1.074e-05 1.375e-05 1.148e-06
10 GA  8.175e-06 8.145e-06 8.197e-06 2.044e-08
10 PSO 8.651e-06 8.234e-06 9.266e-06 5.095e-07
10 SA  1.450e-05 1.159e-05 1.630e-05 2.000e-06
15 GA  8.176e-06 8.152e-06 8.205e-06 1.931e-08
15 PSO 8.620e-06 8.158e-06 9.113e-06 3.746e-07
15 SA  1.499e-05 1.346e-05 1.587e-05 9.253e-07




Tabela 5: Zwrot, ryzyko i odsetek rozwigzan dopuszczalnych. Kolumna Dopuszcz. jest

wyrazona w procentach.

A Alg. Sr.zwrot Sr.zmienn. Dopuszcz.
2 GA 1.252e-04 0.00398 100.0
2 PSO 1.268e-04 0.00404 100.0
2 SA 1.348e-04 0.00416 100.0
3 GA 1.247e-04 0.00342 100.0
3 PSO 1.375e-04 0.00358 100.0
3 SA 1.341e-04 0.00361 100.0
5 GA 1.366e-04 0.00297 100.0
5 PSO 1.402e-04 0.00316 100.0
5 SA 1.566e-04 0.00356 100.0

10 GA  1.447e-04 0.00286 100.0

10 PSO 1.459e-04 0.00294 100.0

10 SA 1.948e-04 0.00380 100.0

15 GA  1.457e-04 0.00286 100.0

15 PSO 1.427e-04 0.00294 100.0

15 SA 2.131e-04 0.00387 100.0




Tabela 6: Czas dziatania algorytmow.

A Alg. Sr.czas Min. czas Maks. czas
2 GA 0.392 0.266 0.464
2 PSO 0.128 0.086 0.214
2 SA  0.055 0.045 0.066
3 GA 0.452 0.387 0.578
3 PSO 0.152 0.078 0.319
3 SA  0.035 0.022 0.057
5 GA 0.584 0.490 0.670
5 PSO 0.152 0.138 0.181
5 SA  0.060 0.033 0.099
10 GA 0428 0.394 0.447
10 PSO 0.112 0.060 0.144
10 SA  0.037 0.034 0.039
15 GA 0.283 0.224 0.386
15 PSO 0.076 0.052 0.107
15 SA  0.046 0.039 0.053
1e—5 Srednia funkcja celu Monte Carlo
e

Limit kardynalnosci A

Rysunek 1: Srednia funkcja celu Monte Carlo wedtug algorytmu i limitu kardynalnogci.
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Wykres pokazuje przecietng jako$é¢ rozwiazan po powtoérzeniach algorytmow. Nizsza war-
tos¢ oznacza portfel o mniejszej Sredniej wariancji po scenariuszach Monte Carlo.

1e—5 Najlepsza funkcja celu Monte Carlo
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Rysunek 2: Najlepsza uzyskana funkcja celu Monte Carlo wedtug algorytmu i limitu kar-
dynalnosci.

Wykres pozwala poréwnaé¢ najlepsze pojedyncze rezultaty, niezaleznie od stabilnosci
algorytmu miedzy powtorzeniami.

Sredni czas dziatania algorytméw

067 Algorytm

H GA
s PSO

0.5 A
I SA

o m N

10
15

Limit kardynalnosci A

Rysunek 3: Sredni czas dziatania algorytmow.
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Poréwnanie czasu dzialania pokazuje koszt obliczeniowy uzyskania rozwiazan dla réz-
nych wartosci A.

1e—5 Rozrzut funkcji celu miedzy powtdrzeniami
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Rysunek 4: Rozrzut funkcji celu miedzy powtorzeniami algorytmow.

Na wykresie pudetkowym linia wewnatrz pudetka oznacza mediane, granice pudetka
odpowiadaja kwartylom, a wasy pokazuja zakres wartosci nieuznanych za odstajace. Zie-
lony trojkat oznacza sredniag warto$é¢ funkeji celu. Wiekszy rozrzut wskazuje na mniejsza
stabilno$¢ algorytmu miedzy powtorzeniami.
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12 Dywersyfikacja i sklad portfela

Tabela 7: Dywersyfikacja portfeli. Skroty oznaczaja: Kons. — aktywa konserwatywne,
Zrown. — aktywa zréwnowazone, Agres. — aktywa agresywne.

A Alg. Ny HHI  Maks. waga Kons. Zréown. Agres.
2 GA 1994 0.502 0.519 1.000  0.000  0.000
2 PSO 1982 0.505 0.545 1.000  0.000  0.000
2 SA 1938 0.517 0.573 1.000  0.000  0.000
3 GA 2984 0.335 0.365 1.000  0.000  0.000
3 PSO 2929 0.342 0.390 1.000  0.000  0.000
3 SA 2809 0.357 0.437 1.000 0.000  0.000
5 GA 4926 0.203 0.237 1.000  0.000  0.000
5 PSO 4.611 0.217 0.263 0.986 0.014  0.000
5 SA 4662 0215 0.283 0.920 0.080  0.000
10 GA 7690 0.130 0.179 0.968 0.032  0.000
10 PSO 6.596  0.152 0.203 0.976 0.024  0.000
10 SA 8458 0.125 0.186 0.681 0.298  0.021
15 GA 7578 0.132 0.185 0.953 0.047  0.000
15 PSO 6.764 0.148 0.200 0.969 0.031  0.000
15 SA  10.977 0.092 0.145 0.611 0.318  0.070
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Efektywna liczba aktywéw

Algorytm
—o— GA
107 —e— pPso
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Limit kardynalnosci A

Rysunek 5: Efektywna liczba aktywéw w portfelach.

Wykres pokazuje, czy wzrost limitu A przekltada si¢ na rzeczywiscie bardziej rownomierny
rozktad wag.

Koncentracja portfela wedtug HHI

Algorytm
0.5 —o— GA
—o— PSO
—0— SA
0.4 -
T 0.3
0.2
0.1 -

2 4 6 8 10 12 14
Limit kardynalnosci A

Rysunek 6: Koncentracja portfeli wedtug HHI.

Nizsze wartosci HHI oznaczaja mniejsza koncentracje portfela i wicksze rozproszenie
wag miedzy aktywami.
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1e—5 Dywersyfikacja a funkcja celu
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Efektywna liczba aktywoéw

Rysunek 7: Relacja miedzy dywersyfikacja a funkcja celu Monte Carlo.

Wykres pozwala ocenié¢, czy portfele o wickszej efektywnej liczbie aktywow uzyskuja
nizsza warto$é¢ funkeji celu.

Scenariuszowe wariancje najlepszego portfela

12 A Miara
mm v IOw

10

Liczba scenariuszy

0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 1.1 1.2
wTz®w le-5

Rysunek 8: Rozklad wartosci w' 2w dla najlepszego portfela.

Histogram pokazuje, jak zmienia sie wariancja najlepszego portfela miedzy scenariu-
szami Monte Carlo. Rozktad ten ilustruje, ze ocena portfela nie opiera sie na pojedynczej
macierzy kowariancji.
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Wagi najlepszego portfela
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Rysunek 9: Struktura wag najlepszego portfela.

Wykres pokazuje, ktore aktywa tworzg najlepszy portfel oraz jak duza jest koncentracja
wag w poszczegdlnych pozycjach.

Udziat klas aktywéw w portfelach
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Rysunek 10: Udziat klas aktywéw w portfelach.

Wykres wskazuje, czy minimalizacja Sredniej wariancji prowadzi przede wszystkim do
wyboru aktywow konserwatywnych, czy tez wymaga udziatu klas o wyzszej zmiennosci.

Tabela 8: Najlepszy portfel w eksperymencie.

Algorytm A Cel MC  Wariancja MC Zwrot MC  Zmienn. roczna  N.sy  HHI - Maks. waga Liczba aktywow Dopuszcz.
GA 10 8.145e-06 8.145e-06 1.447e-04  0.0453 7.396 0.135 0.184 10 tak

16



13 Walidacja wynikow

Dla kazdego uzyskanego portfela sprawdzono sume wag, nieujemnos¢ wag, ograniczenie
kardynalno$ci, minimalng srednig oczekiwang stope zwrotu, brak warto$ci NaN i nieskon-
czonych, zgodno$¢ wymiarow oraz dodatnia potokreslonoéé macierzy kowariancji jako dia-
gnostyke. Walidacja potwierdza, czy wynik moze by¢ interpretowany jako dopuszczalny
portfel w analizowanym problemie.

14 Uwagi krytyczne i ograniczenia badania

Dane sa syntetyczne, dlatego wyniki nie stanowia rekomendacji inwestycyjnej. Proces
GARCH(1,1) jest uzytecznym, ale uproszczonym modelem zmiennosci i nie obejmuje
wszystkich wlasnosci rzeczywistych rynkéw finansowych. Wyniki zaleza od parametrow
procesu generujacego dane, liczby scenariuszy Monte Carlo oraz dtugosci szeregéw czaso-
wych.

Metaheurystyki nie gwarantuja znalezienia optimum globalnego. Wyniki zaleza od hi-
perparametrow, a w gtéwnym eksperymencie uzyto jednego zestawu ustawien dla kazdego
algorytmu. Symulowane wyzarzanie moze wypada¢ stabiej nie dlatego, ze jest metoda
obiektywnie gorsza, lecz dlatego, ze przy przyjetych parametrach moze wymagacé wickszej
liczby iteracji, wolniejszego chlodzenia albo innej skali zaburzeri. Minimalizacja wariancji
nie obejmuje takze wszystkich aspektéw ryzyka, takich jak sko$nosé, grube ogony czy mak-
symalne obsuniecie kapitalu. Procedura naprawy ograniczeri ma charakter heurystyczny.

15 Whnioski konncowe

W przeprowadzonym eksperymencie najnizsza srednig warto$é funkeji celu Monte Carlo
uzyskal algorytm GA dla ograniczenia A = 10. Najlepszy pojedynczy rezultat rowniez
pochodzit z konfiguracji GA przy A = 10. Oznacza to, ze przy przyjetym zestawie hiper-
parametréow metody populacyjne i rojowe skutecznie przeszukiwaly przestrzen portfeli z
ograniczeniem kardynalnosci.

Najkrotszy sredni czas dziatania odnotowano dla algorytmu SA przy A = 3. Stabil-
no$¢ wynikow, rozumiana jako przecietnie najnizsze odchylenie standardowe funkcji celu
miedzy powtorzeniami, byta najwyzsza dla algorytmu GA. Warto$¢ A = 10 dawata prze-
cietnie najnizszg funkcje celu, natomiast najwicksza srednia efektywna liczba aktywow
wystapita dla A = 15.

Wyniki nalezy interpretowaé¢ w kontekscie przyjetych hiperparametréow. Symulowane
wyzarzanie moze wymagac wiekszej liczby iteracji, wolniejszego harmonogramu chtodze-
nia lub innej skali zaburzerni, aby skuteczniej eksplorowaé przestrzen rozwigzan. Algorytmy
GA i PSO mogg by¢ szczegolnie uzyteczne jako szybkie metody heurystycznego przeszuki-
wania tego typu problemu, ale nie stanowi to gwarancji ich przewagi w kazdej konfiguracji.

Literatura

[1] H. Markowitz, Portfolio Selection, The Journal of Finance, 1952.

[2] T. Bollerslev, Generalized Autoregressive Conditional Heteroskedasticity, Journal of
Econometrics, 1986.

17



[3] S. Kirkpatrick, C. D. Gelatt, M. P. Vecchi, Optimization by Simulated Annealing,
Science, 1983.

[4] J. Kennedy, R. Eberhart, Particle Swarm Optimization, 1995.

18



	Wstęp
	Cel projektu
	Klasyczny model Markowitza
	Problem z ograniczeniem kardynalności
	Proces generujący dane GARCH
	Wariant Monte Carlo funkcji celu
	Reprezentacja rozwiązania i obsługa ograniczeń
	Algorytmy i hiperparametry
	Symulowane wyżarzanie
	Algorytm genetyczny
	Algorytm roju cząstek

	Projekt eksperymentu
	Metryki oceny
	Wyniki Monte Carlo
	Dywersyfikacja i skład portfela
	Walidacja wyników
	Uwagi krytyczne i ograniczenia badania
	Wnioski końcowe

