Bayesowska analiza liniowego modelu prawdopodobienstwa w
prognozowaniu przynaleznosci do grupy o wysokich dochodach na

przykiadzie Stanow Zjednoczonych

1 Cel analizy i tlo teoretyczne

Celem analizy jest bayesowska estymacja modelu regresji liniowej dla danych Adult Income. Zbiér
danych zostal utworzony na podstawie bazy spisowej z 1994 roku. Zgodnie z opisem danych, eks-
trakcji dokonat Barry Becker, wybierajac relatywnie czyste rekordy spelniajace pewne warunki.
Oryginalne zadanie predykcyjne polega na okresleniu, czy roczny dochdéd danej osoby przekracza
50 tys. dolaréw. W niniejszej pracy zmienna celu zostaje zatem sprowadzona do zmiennej binarnej:

Vi — {1, jezeli dochdd osoby 4 przekracza 50000 USD rocznie,
K3

0, w przeciwnym przypadku.

Tlem ekonomicznym analizy jest teoria kapitalu ludzkiego oraz réwnanie Mincera. Klasyczny
model Mincera wyjaénia logarytm wynagrodzenia za pomoca edukacji oraz do$wiadczenia zawo-
dowego, wskazujac, ze wyzszy poziom edukacji i akumulacja doswiadczenia powinny by¢ dodatnio
zwiazane z poziomem dochodu [3, 1]. W niniejszej analizie nie obserwujemy jednak bezposrednio
cigglej zmiennej wynagrodzenia, lecz jedynie informacje, czy dochdd przekracza ustalony prog. Dla-
tego stosowany model ma charakter uproszczony: zamiast modelowaé logarytm placy, modelujemy
prawdopodobienistwo przynaleznosci do grupy wysokich dochodéw.

Zastosowany zostaje liniowy model prawdopodobieristwa (ang. linear probability model, LPM),
ktéry mozna zapisaé¢ jako:

Yi=XiB + e

W modelu tym warunkowa warto$é¢ oczekiwana ma interpretacje prawdopodobienstwas:
EY; | X;)=PY,=1|X;) = X;p.

Nalezy jednak podkresli¢ ograniczenia tego podejscia. Po pierwsze, model liniowy moze generowaé
predykeje spoza przedziatu [0,1]. Po drugie, dla zmiennej binarnej wariancja sktadnika losowego
zalezy od X;, co oznacza heteroskedastyczno$é. Po trzecie, parametry nalezy interpretowaé jako
zaleznodci warunkowe, a nie jako efekty przyczynowe. W szczegdlnosci zmienne takie jak edukacja,
stan cywilny czy pte¢ moga by¢ powiazane z nieobserwowalnymi cechami jednostki.



2 Dane i zakres préby

Wykorzystano zbiér Adult Income, zawierajacy nastepujace zmienne:

Zmienna

Opis skrétowy

age
workclass
fnlwgt
education
education_num
marital_status
occupation
relationship
race

sex
capital_gain
capital_loss
hours_per_week
native_country

wiek jednostki

typ zatrudnienia / klasa pracy
finalna waga obserwacji

poziom edukacji jako kategoria
poziom edukacji w formie liczbowej
stan cywilny

zawod

relacja w gospodarstwie domowym
rasa

pleé

zyski kapitalowe

straty kapitatowe

liczba godzin pracy tygodniowo
kraj pochodzenia

income zmienna dochodowa: < 50K lub > 50K

Pierwotny zbiér treningowy zawieral 32561 obserwacji oraz 15 zmiennych. W pierwszym kroku
analize ograniczono do oséb, dla ktérych zmienna native_country przyjmowala wartos¢ United-States.
Zabieg ten zmniejsza heterogeniczno$é¢ instytucjonalng i kulturowa préby, poniewaz rynek pracy w
roznych krajach moze podlega¢ odmiennym mechanizmom. Po ograniczeniu danych do USA otrzy-
mano 29170 obserwacji.

Poniewaz wymogi zadania przewiduja prébe liczaca od 30 do 500 obserwacji, z ograniczonego
zbioru wylosowano prosta probe losowa bez zwracania o licznosci N = 500. Struktura zmiennej
dochodowej w zbiorze USA oraz w probie przedstawia sie nastepujaco:

Zbibr P(Y =0), doch6d < 50K P(Y =1), dochéd > 50K
USA, pelny zbiér 0.7542 0.2458
Préba losowa N = 500 0.7240 0.2760

Rozklady te sa zblizone, co wstepnie wskazuje na reprezentatywnosé préby wzgledem pelnego
zbioru obserwacji z USA.
3 Przygotowanie zmiennych i specyfikacja modelu
Zmienna objasniang zdefiniowano jako zmienng wskaZnikowa:
Y; = 1{dochéd; > 50,000}.
Wprowadzono réwniez nastepujace zmienne zero-jedynkowe:

Dale — 1{pleé; = mezczyznal,

partied _ 1 fstatus malzenski; € {malzenstwo}},

D" = 1{capital gain; > 0}.

i =



Zmienne iloSciowe zostaly wystandaryzowane:
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gdzie E; oznacza poziom edukacji, A; wiek, a H; liczbe przepracowanych godzin tygodniowo. W
modelu uwzgledniono réwniez sktadnik kwadratowy fl?, aby uchwyci¢ nieliniowy przebieg docho-
dow w cyklu zycia. Standaryzacja zmiennych upraszcza interpretacje parametrow modelu, poniewaz
sprowadza wszystkie zmienne iloSciowe do wspdlnej skali o $redniej rownej zero i odchyleniu standar-
dowym réwnym jeden. Dzieki temu wspolezynniki regresji mozna interpretowaé jako przyblizona
zmiane prawdopodobienstwa zajscia zdarzenia przy wzroscie danej zmiennej o jedno odchylenie
standardowe, co umozliwia bezposrednie poréwnanie sity wplywu poszczegdlnych czynnikow.
Ostatecznie rozwazany model liniowy przyjmuje postac:

Y; = Bo + B1E; + B2 A; + B3 A7
+ B4gz + BBDZmale + IBGD?larried + ,87D7(;ap + &4,
gdzie ¢; oznacza sktadnik losowy.

Dobér zmiennych wynika z teorii ekonomii pracy. Edukacja jest podstawowsg miara kapitatu ludz-
kiego. Wiek pelni funkcje przyblizenia do$wiadczenia oraz pozycji w cyklu zycia. Kwadrat wieku
pozwala uchwyci¢ malejace przyrosty dochodu wraz z wiekiem. Liczba godzin pracy mierzy in-
tensywnos$¢ podazy pracy. Zmienna plci moze odzwierciedlaé¢ réznice w strukturze wynagrodzen i
partycypacji na rynku pracy. Stan cywilny moze by¢ zwigzany zaréwno ze stabilnoscia gospodarstwa

domowego, jak i selekcja ekonomiczna. Zmienna dotyczaca dodatnich zyskéw kapitatlowych stanowi
natomiast silny sygnat statusu majatkowego.

4 Model bayesowski i dobér rozkladéw a priori
Zakladamy klasyczny model normalny:
y|B,0% ~ N(XB,0° 1),
ze sprzezonym rozkladem a priori typu normalny-gamma:
B | o? ~ N(by,o?By), T =02 ~ Gamma(ag, do).

Przyjeto ag = 2 oraz dy = 1. Wektor $rednich a priori by oraz odchylenia standardowe uzyte do
konstrukcji macierzy By przedstawiono w tabeli.



Parametr  Srednia a priori SD a priori  Orientacyjny zakres 95%  Uzasadnienie

Bo 0.25 0.20 [-0.142, 0.642] bazowe prawdopodobienstwo wysokiego dochodu
Beducation 0.08 0.08 [—0.077, 0.237] dodatni wplyw kapitalu ludzkiego

Bage 0.05 0.08 [—0.107, 0.207] dodatni wplyw do$wiadczenia / wieku

Bage? -0.03 0.06 [—0.148, 0.088] malejace przyrosty dochodu w cyklu zycia

Bhours 0.04 0.08 [-0.117, 0.197] dodatni, lecz umiarkowany efekt intensywnosci pracy
Bmale 0.05 0.10 [0.146, 0.246] mozliwe réznice placowe wedtug plci

Bmarried 0.12 0.10 [—0.076, 0.316] korelacja malzenstwa ze stabilnodcia ekonomiczna
Beap.gain 0.20 0.15 [—0.094, 0.494] zyski kapitalowe jako sygnal zamoznosci

Wartosci te sa wynikiem elicytacji opartej na teorii kapitalu ludzkiego, intuicji ekonomicznej oraz
skali liniowego modelu prawdopodobienstwa. Przyjete rozktady a priori sa umiarkowanie
informacyjne: zakladaja oczekiwany kierunek efektu, lecz pozostawiaja znaczng swobode danym.

5 Wyniki: wartosci oczekiwane a posteriori

Tabela przedstawia wartosci oczekiwane i odchylenia standardowe rozktadéw brzegowych a
posteriori parametréw.

Parametr Srednia a posteriori SD a posteriori
Intercept 0.1682 0.0267
education z 0.1307 0.0141
age_z 0.0731 0.0156
age_ 72 -0.0304 0.0115
hours_ z 0.0428 0.0152
sex__male 0.0233 0.0254
married 0.2138 0.0251
capital__gain_ ind 0.2338 0.0400

Wyniki sa zgodne z intuicjg ekonomiczna. Wzrost poziomu edukacji o jedno odchylenie
standardowe zwieksza przewidywane prawdopodobienstwo dochodu powyzej 50 tys. USD o okoto
13.1 punktu procentowego. Wiek ma dodatni wptyw, natomiast ujemny wspotczynnik przy
kwadracie wieku wskazuje na malejace przyrosty prawdopodobienstwa wraz z wiekiem. Liczba
godzin pracy tygodniowo ma dodatni, umiarkowany efekt. Najsilniejsze dodatnie efekty wystepuja
dla zmiennych married oraz capital_gain_ind. Oznacza to, ze osoby pozostajace w malzenstwie
oraz osoby z dodatnimi zyskami kapitalowymi charakteryzuja sie wyraznie wiekszym
prawdopodobienstwem przynaleznosci do grupy wysokich dochodéw. Efekt zmiennej sex_male jest
dodatni, lecz relatywnie niewielki.
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Rysunek 1: Rozklady brzegowe a posteriori parametréw modelu.

Rozktady brzegowe a posteriori pozwalaja oceni¢ nie tylko punktowe wartosci parametréw, lecz
réwniez niepewnos¢ zwiazang z ich oszacowaniem. Rozktady przesunigte wyraznie poza zero
wskazuja na silng informacje danych o znaku i skali danego efektu.
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Rysunek 2: Poréwnanie rozkladéw a priori i a posteriori parametréw.

W wigkszosci przypadkéw rozktady a posteriori sa wyraznie bardziej skoncentrowane niz rozktady
a priori, co $wiadczy o duzej sile informacyjnej danych. Jednoczesnie $rednie a posteriori pozostaja
w wielu przypadkach zgodne z kierunkiem przyjetych przekonan a priori.



6 HPDI i interpretacja zmiennych

Tabela zawiera 95% przedzialy najwiekszej gestosci a posteriori (HPDI) oraz prawdopodobienistwa
znaku parametréw.

Parametr Srednia HPDI dolny HPDI gérny P(8>0]y) P(B<0]|y)
Intercept 0.1682 0.1139 0.2190 1.0000 0.0000
education_ z 0.1307 0.1030 0.1578 1.0000 0.0000
age_z 0.0731 0.0431 0.1036 1.0000 0.0000
age_ 72 -0.0304 -0.0529 -0.0077 0.0035 0.9965
hours_ z 0.0428 0.0133 0.0732 0.9973 0.0027
sex__male 0.0233 -0.0258 0.0740 0.8214 0.1786
married 0.2138 0.1650 0.2624 1.0000 0.0000
capital _gain_ind  0.2338 0.1555 0.3117 1.0000 0.0000

Przedziaty HPDI dla zmiennych education_z, age_z, hours_z, married oraz capital_gain_ind
leza w caltosci powyzej zera, co wskazuje na dodatni wplyw tych zmiennych na
prawdopodobienistwo przekroczenia progu dochodu. Przedziat HPDI dla age_z2 znajduje si¢
ponizej zera, co potwierdza nieliniowy profil dochodéw w cyklu zycia. Zmienna sex_male ma
dodatnia $rednig a posteriori, lecz jej przedzial HPDI obejmuje zero. W tym przypadku dane nie
dostarczaja jednoznacznego potwierdzenia dodatniego wplywu plci meskiej po uwzglednieniu
pozostalych zmiennych modelu.

7 Czynniki Bayesa

Zmaczenie poszczegdlnych zmiennych oceniono rowniez przy pomocy czynnikéw Bayesa. Dla

hipotezy punktowej
Ho : ﬁj =0

zastosowano tozsamosé Savage’a-Dickey’ego:

=0 1
BF(]1 — p(ﬂ] ’ y) BFlO — BF01 )

p(B;=0) "~
Oznacza to, ze poréwnujemy gestosé¢ rozkladu a posteriori i a priori w punkcie zerowym. Jezeli po
uwzglednieniu danych gestos¢ przy zerze spada, to dane przesuwaja mase rozktadu od hipotezy
Bj = 0, co zwigksza BFig.
Do interpretacji przyjeto skale Kassa i Raftery’ego [2]:

Wartos¢ BF  Interpretacja

1-3 ledwie warte wzmianki
3-20 pozytywne wsparcie
20-150 silne wsparcie

> 150 bardzo silne wsparcie




Parametr BF01 BF10

Intercept 9.2260-10~%  1.0839 - 107
education z 1.8796 - 1016 5.3203 - 10'°
age_z 8.9581-107° 1.1163-10%
age_ 72 1.6368 - 107! 6.1093
hours_ z 8.8235 - 1072 11.3334
sex__male 2.6171 0.3821
married 1.8544 10~  5.3925-10'3

capital gain ind  7.5416-10"7  1.3260 - 106

Czynniki Bayesa wskazuja na bardzo silne wsparcie dla zmiennych education_z, age_z, married
oraz capital_gain_ind. W przypadku age_z2 oraz hours_z wsparcie jest pozytywne, ale stabsze.
Dla zmiennej sex_male otrzymano BFjg < 1, co oznacza, ze dane relatywnie bardziej wspieraja
hipoteze braku efektu niz hipoteze efektu réznego od zera. Jest to spdjne z przedzialem HPDI
obejmujacym zero.

8 Prognoza dla wybranej obserwacji

Ostatnim elementem analizy jest predykcja dla wybranej obserwacji z proby. Dla tej obserwacji
prawdziwa warto$¢ zmiennej dochodowej wynosita:

Ytrue = 1.

Posteriorowa prognoza wartoéci oczekiwanej, interpretowana w LPM jako przewidywane
prawdopodobienistwo przekroczenia progu 50 tys. USD, wyniosta:

P(Y =1 X,y) = 0.5243.
Przedziat HPDI dla wartosci oczekiwanej wynidst:
[0.4450, 0.6011].

Po ograniczeniu do przedziatu [0, 1] wartosci pozostaja bez zmian, co oznacza, ze prognoza
wartosci oczekiwanej jest interpretowalna jako prawdopodobienstwo.
Dodatkowo obliczono pelny rozktad predykcyjny, uwzgledniajacy sktadnik losowy:

Upred = 0.5218,  HPDIyeq = [—0.1608, 1.2405).

Ten szerszy przedzial wychodzi poza zakres [0, 1], co jest naturalna konsekwencja zastosowania
liniowego modelu prawdopodobienstwa z normalnym sktadnikiem losowym. Dlatego w
interpretacji predykcyjnej wiekszy sens ma przedzial HPDI dla wartosci oczekiwanej E(Y | X, y)
niz pelny przedzial dla obserwacji z losowym bledem.

9 Podsumowanie

Przeprowadzona analiza wskazuje, ze prawdopodobienstwo osiggania dochodu powyzej 50 tys.
USD jest dodatnio zwigzane przede wszystkim z poziomem edukacji, wiekiem, pozostawaniem w
malzenstwie oraz wystepowaniem dodatnich zyskéw kapitatowych. Ujemny parametr przy
kwadracie wieku potwierdza nieliniowy przebieg relacji miedzy wiekiem a dochodem. Wyniki
uzyskane przy pomocy HPDI oraz czynnikéw Bayesa sa spdjne: najsilniejsze wsparcie danych



uzyskano dla edukacji, stanu cywilnego i zyskow kapitatowych, natomiast efekt ptci po kontroli
pozostalych zmiennych okazal sie niejednoznaczny.

Zastosowany model ma charakter opisowy i predykcyjny, nie przyczynowy. Jego zaleta jest
mozliwo$¢ wykorzystania analitycznego rozwiazania bayesowskiego z rozktadem
normalnym-gamma oraz czytelna interpretacja parametrow. Ograniczeniem pozostaje natomiast
binarny charakter zmiennej zaleznej, ktory w pelniejszym podejéciu moégtby uzasadniaé
zastosowanie modelu logitowego lub probitowego. Wymagatoby to jednak metod numerycznych
lub symulacyjnych zamiast prostego rozwigzania analitycznego.
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